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DEMOSTRACIONES FORMALES Y
RAZONAMIENTO ESTRUCTURAL

-
Javier Legris~

Resumen — Este trabajo se ocupa de los aspectos puramente logicos de las
demostraciones, tal como son analizados desde la perspectiva del razonamiento
estructural, segiin la cual las deducciones mds bdsicas son deducciones estructurales,
en las que todos los simbolos son esquemdticos; no hay constantes de ningiin tipo. El
término "estructural” hace referencia al hecho de que en estas deducciones se aplican
exclusivamente reglas estructurales en el sentido de los sistemas de secuentes de
Gentzen. En el trabajo se discutird en qué medida la idea de razonamiento estructural
sirve para aclarar la naturaleza de las deducciones logicas y también se tematizardn
las relaciones entre las demostraciones formales y sus contrapartidas preformales.

El razonamiento estructural (expresion tomada de SCHROEDER-HEISTER, 2002) ha mostrado
ser un marco formal general sumamente util para analizar y comparar muy diferentes sistemas de
l6gica. En particular, ha servido para caracterizar légicas que no pueden encuadrarse dentro del
razonamiento deductivo (tales como las légicas no monétonas y la légica lineal) y que han sido
llamadas “ldgicas subestructurales”. La idea basica de este marco formal consiste en dar las
propiedades que definen las constantes lgicas en diferentes sistemas sobre la base de “propiedades
estructurales”. Estas propiedades se dan por supuestas en el tipo de inferencia que se pretenden
reconstruir en un sistema logico. Asi, la naturaleza de las constantes l6gicas dentro de un sistema
determinado de 16gica depende de la naturaleza de la relacién de inferencia subyacente al sistema.
Esto es lo que ha llevado a una concepcién de las constantes légicas como “signos de puntuacién”
(véase DOSEN, 1994). El razonamiento estructural toma sus ideas de los sistemas de secuentes
concebidos por Gentzen y es considerado por ello como una perspectiva enraizada en la teorfa de la
demostracién. Este trabajo consiste en una serie de observaciones acerca de la relacién entre el
razonamiento estructural y la idea de demostracién formal. Con este fin se hard referencia a la “teoria
general de la demostraciéon” y a la distincién entre “légica como lenguaje” y “légica como calculo”. A
modo de conclusion, se sostendra la conveniencia de entender este marco del razonamiento estructural
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como una metodologia general para desarrollar sistemas 16gicos y no como una reconstruccién de una
idea preformal de deduccion.

1LA FORMAL!ZACI(’)N DE DEMOSTRACIONES Y LA TEORIA DE LA
DEMOSTRACION

Las demostraciones aparecen en la metodologia cientifica desde por lo menos el siglo III a. C., con
la sistematizacion de la geometria debida a Euclides y la teoria aristotélica de la ciencia. Aristételes
hizo en los Segundos Analiticos una caracterizacién de las demostraciones que se convirtié en cldsica.
Segun esta, una demostraciéon es un razonamiento deductivo que proporciona conocimiento. Una
demostracién es sobre todo una manera de justificar la afirmacién de un enunciado a partir de otros
que han sido afirmados previamente por medio de una serie de inferencias. El caracter justificatorio de
la demostracién tiene como condicién necesaria que el enunciado demostrado se deduzca a partir de
otros (y este es el aspecto logico de la demostracién).

En este punto se introduce el concepto de demostracién formal, cuyos criterios de correccién
depende de la forma logica, de los enunciados que integran una demostracion. En esta forma légica
son las expresiones ldgicas las que son constantes. Siendo atn mds estrictos, se habla de
demostraciones efectuadas en un lenguaje formal. Se tiene, entonces, un concepto formalizado de
demostracién, definido inductivamente sobre la base de las férmulas del lenguaje y del sistema de
deduccién en consideracion (este es el concepto de derivabilidad formal definido por medio de
sistemas formales). Las demostraciones son en este caso secuencias de féormulas del lenguaje. Es muy
discutible si las demostraciones formales capturan todo el contenido intuitivo que se le adscribe al
concepto de demostracion.

Esta es la idea de demostracién que fue tematizada por la teoria de la demostracién surgida en el
contexto del programa de Hilbert, segin el cual toda demostracién matematica debia poder reducirse a
procedimientos demostrativos finitarios. Posteriormente las investigaciones de Gentzen constituyeron
lo que Dag Prawitz llamé teoria general de la demostracion, con el propésito expreso de reconstruir
formalmente las demostraciones matematicas (PRAWITZ, 1981). Esta se basa particularmente en el
sistema de deduccién natural. Seglin una afirmacién del propio Gentzen, las reglas de introduccién de
este sistema confieren significado a, son las definiciones de, las constantes 16gicas y las reglas de
eliminacion deben justificarse por las reglas de introduccién (GENTZEN, 1935). De este modo, la
sistematizaciéon que la deduccién natural hacfa de las deducciones formales tenfa una dimensién
semdntica. En este sentido, son muy ilustrativas las correspondencias entre las reglas de introduccién
de la deduccidén natural y la interpretacién BHK, la interpretacidn standard de las constantes logicas
intuicionistas. De acuerdo con las ideas originales de Gentzen, las reglas de introduccién son vélidas
en virtud de que establecen el significado de las constantes 16gicas. Las reglas de eliminacién son
vilidas en virtud de que puedan justificarse por las reglas de introduccién por medio de
procedimientos de reduccidn de las primeras a las dltimas (una presentacion mas extensa puede verse
en LEGRIS, 1999a).

2 RAZONAMIENTO ESTRUCTURAL

En sus investigaciones, Gentzen habia desarrollado (a partir de ideas debidas a Paul Hertz; véase
LEGRIS, 1998) otro tipo de sistematizacién de la inferencia deductiva conocida como los sistemas de
secuentes. Este tipo de sistematizacién origind recientemente la perspectiva del razonamiento
estructural. Dentro de esta perspectiva se puede sostener que las deducciones 16gicas se reducen a
deducciones estructurales, en las cuales todo es esquemadtico, y no aparecen siquiera simbolos 16gicos.
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Son deducciones en las que no aparece constante alguna del lenguaje. Piénsese en Ay, .., A,, y B
como enunciados de un lenguaje en consideracién. Entonces,

As . A, :B

es un secuente, y representa el hecho de que el enunciado B se sigue deductivamente de los
enunciados Ay, .., A, (en ese orden). Los enunciados a la izquierda del doble punto estian ordenados
en una secuencia y reciben conjuntamente el nombre de “antecedente”; el de la derecha recibe el
nombre de “sucedente”. Debido a la existencia de un orden entre los enunciados que forman el
antecedente, este puede considerarse una estructura. Asimismo, los dos puntos indican una relacién
entre el antecedente y el sucedente, de modo que un secuente puede considerarse una estructura mas
compleja.

El término “estructural” hace referencia al hecho de que en estas deducciones se aplican
exclusivamente reglas estructurales en el sentido de los sistemas de secuentes de Gentzen. Las reglas
estructurales concebidas por Gentzen no se refieren a la composicion interna de las férmulas, sino a la
manera en que las férmulas aparecen en los secuentes. Estas reglas son las siguientes:

Reflexividad

AA
Dilucion

S:C

AS:C

Corte

S,T:A

Su justificacién se encuentra en la misma idea de inferencia deductiva, en la que se afirma un
enunciado sobre la base de afirmar otros. Obviamente, todo enunciado se infiere de si mismo.
Ademds, dada una inferencia deductiva, el agregado de nuevas afirmaciones no podria alterarla.
Finalmente, las inferencias pueden encadenarse, de modo que son transitivas.

Ademds, deben considerarse las reglas que en otra parte he llamado “de manipulacién” (véase
LEGRIS, 1999b), pues se limitan a manipular la informacién expresada por los enunciados, y son las
siguientes:

Contraccion
A A S:C

AS:C
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Permutacion

S,A,B, T:C

S,B,A, T:C
Finalmente, a estas reglas debe afiadirse la siguiente:
Sustitucion de variables de individuo

S:C

S:C [xfy]

S : C [x/y] indica el resultado de reemplazar todas las apariciones libres de la variables de
individuo x por la variable y en los enunciados del secuente S : C.

3 ANALISIS DE LAS CONSTANTES LOGICAS Y RAZONAMIENTO
ESTRUCTURAL

Kosta Dosen propuso un andlisis de las constantes ldgicas sobre la base del razonamiento
estructural. Dosen sostenia que toda constante ldgica podia analizarse en términos de rasgos
estructurales de las deducciones. Por ejemplo, los casos de la conjuncién, el condicional y el
cuantificador universal quedan expresados por medio de las siguientes reglas de equivalencia, donde
S y T representan estructuras en el antecedente, en el sentido apuntado antes (DOSEN, 1994, pp. 278

y s$8.):

S: VXA[X]

La regla de la conjuncién establece que en una deduccién en la que aparezcan el enunciado A y el
enunciado B (sin importar en qué orden) puede aparecer en un paso subsiguiente la conjuncién A&B.
Asf, la aparicién en una deduccién de la conjuncién A&B indica (hace referencia a) la aparicién tanto
de A como de B previamente en la deduccidn, sin importar el orden en que se dan ambos enunciados.
El condicional A — B se introduce en una deduccién para indicar que hay una deduccién de B a partir
de A. El caso del cuantificador universal es especialmente ilustrativo de esta concepcidn pues exige
analizar nuevamente el problema de los dominios de cuantificacién. Tal como se expresa en las reglas
de Gentzen, la aparicién de una cuantificacion universal VxA[x] en una deduccién querréd decir que en
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la deduccidn ha aparecido anteriormente A[c] (se ha deducido anteriormente), siendo ¢ un pardmetro
que no aparece en las premisas de la deduccién. Asi es que ¢ denota arbitrariamente a cualquier
individuo del dominio, sin relativizar a un dominio determinado y Al[c] ha sido inferido sin hacer
referencia al dominio (vale para el universo entero, por asi decirlo). Pero, una vez mds cabe insistir, el
cuantificador universal menciona el hecho de que anteriormente se ha deducido A[c].

En suma, las constantes légicas parecen cumplir el papel de indicar ciertos rasgos de los
enunciados que aparecen en deducciones. Por ello “no dicen nada acerca del mundo”; son formas de
resumir o reorganizar lo que enunciados que son premisas o conclusiones de deducciones expresan.

La tesis central de Dosen dice:

Una constante de un lenguaje es logica, si y sélo si, puede ser analizada de manera
acabada en términos estructurales. (DOSEN, 1994, p. 281)

Dosen basa su tesis en varios supuestos. En primer lugar, considera que la légica es la ciencia de
las deducciones formales y que las deducciones formales bédsicas son deducciones estructurales. Pero
el supuesto fundamental es que toda constante del lenguaje objeto de la que depende la descripcion de
una deduccién formal no estructural puede ser analizada acabadamente en términos estructurales.

4 RAZONAMIENTO ESTRUCTURAL Y SEMANTICA DE
DEMOSTRACIONES

Los secuentes pueden interpretarse como relaciones de deduccién, y el andlisis de las constantes
l6gicas puede traducirse a las reglas de introduccién y eliminacion del sistema de deduccién natural de
Gentzen. Se requiere Unicamente especificar ciertos procedimientos de transformacién, y — segin el
caso — cada miembro de la equivalencia se traduce a una regla de introduccién o eliminacién
respectivamente. Esto lleva a la suposicién de que el razonamiento estructural reconstruye las mismas
ideas que subyacian en la deducién natural. Sin embargo, esto es asi en la medida en que uno se
limite a considerar secuentes singulares. Cuando se toman en consideracion secuentes con miltiples
sucedentes, la situacién cambia drdsticamente. Por de pronto, la transformaciéon de las reglas de
equivalencia de Dosen en las reglas de introduccién y eliminacién de Gentzen no es directa. Ademds,
es importante destacar que en este andlisis de las constantes l6gicas no se recurre a los conceptos
semanticos usuales como los de valuacién, funcién de verdad, ni tampoco al concepto de
construccioén, caracteristico del intuicionismo. Sin embargo, las reglas de equivalencia presentadas
parecen tener un valor semdntico en relacién con las constantes légicas (idea que, por lo demds, ha
sido explorada anteriormente; véase por ejemplo KUTSCHERA, 1968).

El andlisis podria sin duda ser rotulado como una feoria general acerca de calculos 16gicos, como
una forma de “légica abstracta”. Es decir, el razonamiento estructural sirve para caracterizar los
simbolos 16gicos que aparecen no s6lo en diferentes 16gicas (cldsica, intuicionista, lineal, etc.), sino
también en diferentes sistemas para una légica determinada (axiomaticos, de deduccién natural, etc.).
Asti, sefiala las diferencias estructurales que poseen las derivaciones en diferentes sistemas.

Ahora bien, siguiendo esta perspectiva, se puede afirmar lo siguiente: Los aspectos puramente
16gicos de las demostraciones se reducen a razonamientos estructurales. Esta tesis lleva a adoptar las
deducciones estructurales como las unidades elementales de toda deduccién 16gica, con independencia
de la naturaleza de los elementos que las integren. Sin embargo, en este punto aparecen algunos
interrogantes. Por ejemplo, es natural pensar que las deducciones representadas por los secuentes mas

! Una justificacién de esta idea basada en el uso de las constantes 16gicas en el lenguaje ordinario puede verse en LEGRIS,
2001.
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bésicos estén constituidas por enunciados atémicos, de modo que se debe tener previamente una
concepcidn acerca del significado de enunciados de este tipo y, sobre todo, de la naturaleza de las
deducciones mds bdsicas. Por el contrario, la idea de analizar las constantes l6gica en términos de
deducciones estructurales parece ser neutra respecto de cémo se entienda el significado de
enunciados. Mds atn, da la impresiéon de que los simbolos que compongan las deducciones
estructurales no tienen por qué entenderse como enunciados. De hecho, hay interpretaciones de 1%3
secuentes que asignan a sus elementos basicos no enunciados, sino acciones u otro tipo de entidades.

Por lo demas, la funcion elucidatoria del razonamiento estructural es controversial, en la medida
en que se trate de una teoria general acerca de célculos 16gicos. En este sentido, Dosen sefiala que su
idea de deduccidn estructural “debe estar estrechamente ligado con el significado de las constantes
l6gicas, incluso si no suponemos que coincide exactamente con este significado” (DOSEN, 1994, p.
292).

En este punto los conceptos mismos de significado, definicién y elucidacion deben ser aclarados.
La idea que subyace a la concepcion de Dosen es que analizar una expresiéon de un lenguaje objeto L
en un lenguaje M de nivel superior es establecer una equivalencia en M, en uno de cuyos lados
aparece la expresion a analizar. Pero ademds de eso, de manera implicita, el andlisis se lleva a cabo
recurriendo a una teoria formal expresada en el lenguaje M. En este caso, Dosen hace uso de la teoria
formal de deducciones estructurales. En lineas generales, Dosen parece proponer una elucidacién del
significado de las constantes 16gicas en el sentido de Carnap, para quien:

La tarea de la elucidacién [explication] consiste en transformar un concepto dado mds o
menos inexacto en uno exacto o, mds bien, en reemplazar el primero por el segundo.
(CARNAP, 1950, p. 3)

En este caso el concepto inexacto de constante 16gica es elucidado recurriendo a una teoria formal.

5 OBSERVACIONES FINALES: “LOGICA COMO CALCULO”

En el marco de la teoria general de la demostracién basada en la deduccién natural se construye
una semdntica formal basada en la idea de demostracién que da condiciones de significacién para
enunciados con constantes ldgicas (compdrese, una vez mds, con la interpretacion BHK de las
constantes 16gicas). Por el contrario, el razonamiento estructural da condiciones formales,
independientemente de una concepcidén del significado de enunciados (o incluso independientemente
de que se estdn tomando en consideracién enunciados o expresiones de otro tipo). Es comparable al
caso del dlgebra de la l6gica del siglo XIX de Boole, Peirce y Schroder, en la que s6lo se postulaban
propiedades formales de los operadores y reglas de manipulacion para las constantes légicas.

Las investigaciones algebraicas de Ernst Schroder, quien sistematizé las ideas de Boole, Peirce y
otros algebristas de la légica, son muy ilustrativas en este respecto. Schroder habia comenzado
desarrollando un ““dlgebra absoluta” que debia abarcar tanto dlgebra como ldgica, Sus leyes se refieren
a entidades de cuya naturaleza no se hace supuesto alguno (a los que €l llamaba “niimeros generales
puros”; véase SCHRODER 1873, p. 233) y por ello son leyes “puras” que rigen operaciones
abstractas de suma, producto, etc. Afios mds tarde, el sistema que presentd en su obra Lecciones sobre
el dlgebra de la logica se ocupd de las propiedades estructurales de la l6gica y de las constantes
16gicas por medio del uso de un dlgebra abstracta. Por ejemplo, un mismo sistema algebraico puede
aplicarse tanto a proposiciones como a términos y el dlgebra de los relativos puede aplicarse tanto a
razonamientos relacionales como a la formalizacién de la matematica, y lo que importa es determinar

2 La posibilidad de diversas interpretaciones para los secuentes ya fue advertida por Paul Hertz (véase LEGRIS, 1998).
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las propiedades formales del sistema abstracto, del cual los sistemas 16gicos son casos de aplicacion.

Ciertamente, hay también importantes diferencias entre el razonamiento estructural y el dlgebra de
la I6gica. En este tltimo caso, no aparece explicitamente un equivalente de “inferencias estructurales”
y no se trata tanto de definir operaciones como de establecer principios generales que caractericen
estructuras abstractas pasibles de interpretacién en diferentes dominios. Ademas, en el razonamiento
estructural el concepto de inferencia o consecuencia es siempre constante, pese a que —como se
menciond anteriormente- todos los simbolos son esquematicos.

Esta comparacién evoca la distincién hecha por Jean van Heijenoort entre logica como cdlculo y
logica como lenguaje, (véase VAN HEIJENOORT 1967). La légica entendida como célculo se limita
al estudio de relaciones formales, combinatorias, entre los simbolos — a la manera de un calculus
ratiocinator — y no se analizan los contenidos de enunciados, ni se pretende que la estructura de estos
reflejen categorias semdnticas u ontoldgicas. Los cdlculos obtenidos pueden recibir diferentes
interpretaciones en diferentes dominios de objetos (y lo que uno entiende como ldgica es una de esas
interpretaciones). Esto es lo que sucedia en el dlgebra de la 16gica de Schroder. La idea de entender la
légica como un lenguaje, tal como se encontraba ejemplarmente en la notacién conceptual
(Begriffsschrift) de Frege, implica considerar un dominio universal al cual se aplica el lenguaje y la
l6gica, sin posibilidad de interpretaciones diferentes, hechas en diferentes dominios. El lenguaje
resulta ser una notacién uniﬁersal que refleja categorias ontoldgicas basicas (como las de objeto y
funcidn en el caso de Frege).

Esta distincién, que puede encontrarse en los origenes de la ldgica simbdlica, se hace
posteriormente mucho mds difusa. Como sefiala van Heijenoort, después de 1920 ambas tradiciones
tienen a entremezclarse y a fundirse, tal como ocurrié de hecho en la teoria de la demostracién de
Hilbert. Sin embargo, la metodologia del razonamiento estructural estd mds préxima a la tradicién de
la 16gica como célculo.
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