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A INFLUENCIA DAS GEOMETRIAS
NAO-EUCLIDIANAS NO PENSAMENTO FiSICO DO
SECULO XIX!

ROBERTO DE ANDRADE MARTINS

RESUMO: O objetivo do presente artigo consiste em discutir de que modo as geometrias ndo-eu-
clidianas foram empregadas na fisica antes do inicio do século XX, época em que elas, através da
Teoria da Relatividade Geral, foram definitivamente incorporadas a ciéncia da natureza. Para isso,
analisamos quais foram os primeiros cientistas e fildsofos que, antes do século XIX, mas jé dentro do
periodo da Ciéncia Moderna especularam acerca da possibilidade do espago possuir mais de trés
dimensdes on do tempo poder ser compreendido como uma quarta dimensio. Finalmente, sio
apresentadas as origens fisicas das primeiras utilizagdes ndo-matemdticas das geometrias ndo-eu-
clideanas, ainda no século passado.

ABSTRACT: We discuss some fundamental aspects of the first scientific and philosophical ideas
about the number of dimensions one could attribute 10 space and time. We show also that non-euclidean
geometries were introduced in the physical sciences before the formulation of General Relativity
Theory. Finally, we present some considerations that regulated this introduction.

Introdugio

Como ¢ bem sabido, a geometria ndio-euclidiana ¢ o formalismo matemético basico utilizado na teoria
da relatividade geral. Poucos sabem, no entanto, que antes do desenvolvimento dessa teoria, j4 existiam
varias tentativas de aplicar as ciéncias fisicas alguns resultados da geometria ndo-euclidiana. O presente
trabalho ird apresentar alguns dos aspectos sob os quais as geometrias ndo-euclidianas influenciaram a
Fisica, antes do século XX °.

A expressdo “geometria ndo-euclidiana” serd utilizada aqui em um sentido amplo, de modo a cobrir
o0s varios aspectos que estdo presentes na teoria da relatividade™, a saber:

- a nogo de espago-tempo;

- espagos geomeétricos com mais de trés dimensdes;,

- espagos curvos (geometria ndo-euclidiana propriamente dita).

Nateoria da relatividade geral, utiliza-se a geometria diferencial como formalismo para trabalhar com
as geometrias ndo-euclidianas (abordagem de Riemann). No entanto, quando as geometrias ndo-euclidi-
anas foram desenvolvidas, ndo se utilizava tal abordagem e sim um tratamento “cldssico”, andlogo ao da

1 Trabalho apresentado no semindrio: “Fisica no século XIX: perspectivas historicas e epistemologicas”, realizado

no Forum de Ciéncia e Cultura da UFRJ, 16/08/94.

2 Virios dos aspectos abordados neste trabalho podem ser encontrados também em obras como o livro de Max
Jammer, Concepts of space, ou o de Roberto Bonola, Non-euclidian geometry. Varios aspectos, no entanto, sio
pouco conhecidos.

3 Seria possivel analisar também varios outros aspectos interessantes da época, como as propostas de espagos
descontinuos. No entanto, foram selecionados apenas aspectos que, posteriormente, foram integrados 2 teoria
da relatividade.
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quaternions s#o objetos com quatro componentes, constituindo uma generalizagio daquilo que atualmente
chamamos de “vetores™. Hamilton desenvolveu uma algebra especial para esses quaternions, mas
percebeu que eles ndo admitiam algumas das propriedades dos vetores (como a defnigdo de um produto
de quaternions que produzisse outro quaternion). Em um outro sentido, também, os quaternions nio sio
uma simples generalizag#o dos vetores: a quarta componente dos quaternions tem as propriedades de um
numero imaginério, quando comparada com as outras componentes.

Todo o formalismo dos quaternions ¢ exatamente aquilo que se precisa para a representagio dos
quadrivetores da teoria da relatividade especial. E, de fato, logo que Minkowsky desenvolveu a
abordagem espago-temporal dessa teoria, passou-se a utilizar os quaternions de Hamilton como um
formalismo natural da teoria.

Ainda mais: o proprio Hamilton percebeu que os quaternions representavam um tipo de geometria de
trés dimensdes espaciais € uma temporal (ver SYNGE 1921). Ha vérios pontos de sua correspondéncia
e escritos inéditos onde isso pode ser notado:

O quaternion matemético (...) em linguagem técnica pode ser descrito como ‘tempo mais
espago’, ou ‘espago mais tempo’, e nesse sentido ele possui - ou pelo menos envolve
referéncia a - quatro dimensdes.

Deixe-me sugerir um pensamento diretor, que talvez seja paradoxal, de que o tempo e o
espago sdo imaginarios, um com relagdo ao outro (...) Qualquer expressdo para as relagdes
peculiares do espago em formas do tempo (...) devé envolver uma aparente contradi¢io (...)
Serd um ‘imagindrio matemético’. Isto me parece ser a pista, o segredo do assunto.

Essas vagas idéias de Hamilton, no entanto, ndo faziam nenhum sentido em meados do século XIX. Mesmo
no final do século XIX, seus quaternions podiam ser entendidos como se referindo a um espago tetra-dimen-
sional, mas nada além disso (ver HATHAWAY 1897-1898). Lidas agora, vemos nelas a expressio do
espago-tempo de Minkowsky. Mas no tempo de Hamilton s6 podiam parecer um tipo de delirio.

Em 1885, aparece um curto artigo na revista Nature, assinado simplesmente “S.”. O titulo do artigo é
“Four-dimensional space” € o texto se refere claramente a0 tempo como uma quarta dimensdo. E interessante
notar que ai aparece pela primeira vez o termo “espago-tempo” (ou methor: o seu inverso, “tempo-espago™):

Como esta quarta dimensdo nfo pode ser introduzida no espago, (...) exige-se um novo tipo
de espago para sua existéncia, que podemos denominar tempo-espago.

O autor comenta rapidamente sobre idéias correspondentes as de linha de universo ¢ mostra de modo
simples que um hiper-cubo, no tempo-espago, tem 16 vértices, 32 arestas e 24 faces.

O final do século XIX ¢ um periodo fértil em especulagdes de todos os tipos (ver BORK 1964). E
nessa época que surge o famoso romance de H. G. Wells, “The time machine”, que discute a possibilidade
de viagens no tempo”. Nessa obra aparece uma clara referéncia ao tempo como uma quarta dimensdo
associada ao espago, como por exemplo:

Qualquer corpo real possui extensdo em quatro diregdes: deve possuir comprimento, largura,
espessura e duragio (...). H4 realmente quatro dimensdes, trés que chamamos os planos do
€spago, € Uma quarta, tempo.

Nesse livro, a suposta possibilidade da viagem no tempo vem exatamente dessa idéia de que o tempo
€ uma quarta dimens#o semelhante 4s do espago: assim como ¢ possivel um deslocamento no espago para
um ou para outro sentido, também deveria ser possivel um deslocamento no tempo, nos dois sentidos’.

5 Ascitagdes foram tiradas do artigo de Synge, que utilizou cartas ¢ manuscritos de Hamilton citadas na sua
biografia escrita por Graves.

6  Ha uma outra obra anterior, menos conhecida, de Wells (1888) onde j& sdio apresentadas idéias semelhantes:
“Chronic argonauts”.

7 Nateoria da relatividade, a possibilidade de “viagens no tempo” ou de inversdes causais surge de modo bem
diferente: com velocidades superiores 4 velocidade da luz no vicuo (“taquions™), com universos em rotagio ou
buracos negros girando. Para uma discuss2o dos aspectos filos6ficos das inversdes causais na relatividade, ver:
MARTINS 1986.
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geometria euclidiana cldssica (abordagem de Bolyai e de Lobatchewsky). Esses dois aspectos serdo
tratados, no presente estudo. )

2 0 Conceito de Espago-Tempo

Na teoria da relatividade especial, as transformagdes de coordenadas espaciais e temporal obedecem
a propriedades semelhantes ds de uma geometria em quatro dimensdes, com a diferenga de que as
coordenadas temporais devem ser multiplicadas por ic para poderem ser comparadas s espaciais. A
percepgio de que a relatividade especial pode ser tratada como uma geometria do espago-tempo foi
desenvolvida em 1908 por Hermann Minkowsky (1864-1909) que apresentou uma formulagio baseada
em quadrivetores. A generalizago tensorial da relatividade restrita foi realizada pouco tempo depois por
Max Abraham e por Amold Sommerfeld, em 1910.

Muito antes disso, no entanto, ¢ possivel encontrar interessantes precedentes do uso de um conceito
do tempo como uma quarta dimensdo (ver ARCHIBALD 1914).

A referéncia mais antiga conhecida sobre tal conceito aparece na “Encyclopédie” de Diderot e
d’Alembert, em 1754. L4 encontra-se um verbete sobre “Dimension”, escrito pelo proprio d’Alembert,
onde ele comenta inicialmente sobre as dimensdes das grandezas geomélricas, associando-as, como era
comurm, aos expoentes algébricos. Assim, termos representados por a”, a” podem ser considerados como
sendo de duas e trés dimensdes; mas um termo como a- - que, por essa regra, seria um termo de quatro
dimensdes - ndo teria um significado geométrico, pois so ¢ possivel pensar em, no méximo, trés
dimensdes. No entanto, d’ Alembert logo depois comenta:

Afirmei acima que nfo era possivel conceber mais de trés dimensdes. Um homem
de espirito que conhego cré no entanto que se poderia considerar a duragio como
uma quarta dimensdo e que o produto do tempo pela solidez seria de certo modo um
produto de quatro dimensdes.

Nilo se sabe se de fato existiu esse “homem de espirito” a quem d’Alembert se refere, ou se ele proprio
seria o autor da idéia. De qualquer forma, nem d’Alembert nem outros autores da época parecem ter
desenvolvido mais essa concepedo do tempo como uma quarta dimenséo.

Outro autor que apresenta, de passagem, consideragdes semelhantes ¢ Lagrange. Em sua obra Théorie
des fonctions analytiques, de 1797, encontra-se o seguinte trecho:

Como a posi¢io de um ponto no espago depende de trés coordenadas retangulares X, v, z,
essas coordenadas, nos problemas de Mecénica, serdio consideradas fungdes de t. Assim,
pode-se considerar a Mecénica como uma Geometria de quatro dimensdes € a andlise
mecénica como uma extensdo da analise geométrica.

No caso dessa citagio de Lagrange, ¢ claro que se trata de uma analogia puramente formal, sem
qualquer interpretagdo fisica. Pois pode-se empregar o mesmo raciocinio, por exemplo, para dizer que as
trés componentes do momento de uma particula, na Mecénica, séio igualmente fungdes do tempo e que,
nesse sentido, essas trés componentes e o tempo formam um tipo de geometria de quatro dimensdes. Ou
dizer que a densidade de um ponto de um meio continue ¢ uma funcfo das trés coordenadas espaciais €
que estas ¢ a densidade formam um tipo de geometria de quatro dimensdes.

Nessa época, nem existia ainda um conceito claro sobre as diferentes dimensdes fisicas. Com uma
{inica excessio (o trabalho de Foncenex, citado mais adiante), os autores da época se referem apenas a
dimensdes geométricas, que diferem entre si em grau (uma dimenso, duas dimensdes...) € néo qualita-
tivamente. O conceito de diferentes tipos de dimens#o s6 comega a ser desenvolvido em 1822 por Fourier,
que associa as unidades basicas das grandezas fisicas (massa, tempo, espago...) a diferentes tipos de
dimensdes fisicas. No entanto, niio existe no trabalho de Fourier nenhuma conjetura sobre o cardter
especial do tempo ou sua analogia com uma quarta dimens#o espacial.

O easo mais interessante ocorrido no século XIX foi o desenvolvimento da teoria matematica dos
quaternions, por William Rowan Hamilton (1805-1865). Sob o ponto de vista puramente formal, os

4 Utilizamos a citagdo de ARCHIBALD 1914,
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Apesar de todos esses precedentes do conceito de espago-tempo serem curiosos e anteciparem alguns
dos aspectos da teoria da relatividade, hi uma enorme distincia entre elas e o espago-tempo de
Minkowsky. i

3 Espagos com mais de Trés Dimensdes

A geometria cléssica, como todos sabem, s estuda entes geométricos com até trés dimensdes. Os
filésofos antigos que chegaram a discutir o niimero de dimensdes do espago (como Aristételes) afirmam
claramente que nfo € possivel ir além da terceira dimensao. Essa posi¢fo foi aceita por todos, até o inicio
do periodo modemno. Curiosamente, no século XVII, surge uma especulagiio sobre a existéncia de uma
quarta dimens3o do espago no contexto de um estudo teolégico (ver CAJORI 1926 a).

Em 1659, Henry More publicou a obra “The immortality of soul”, onde uma quarta dimenso espacial
aparece de modo extremamente curioso. Ele discute o problema do tamanho espacial da alma, que j4 havia
produzido grandes controvérsias. Se a alma tem o tamanho do corpo da pessoa, 0 que ocorre quando a pessoa
cresce, ou quando tem um membro amputado? Sua alma cresce ou diminui, também? E claro quetal suposigio
seria muito estranha. More assume que a alma tem sempre o mesmo tamanho proprio, porém consegue se
adaptar ao tamanho do corpo da pessoa. Ele supde que, além das trés dimensdes conhecidas, a alma tem um
“quarto modo”, uma espessura extra-espacial, ou “essential spissitude” [sic] que diminui ou aumenta quando
as outras trés dimensdes aumentam ou diminuem, de tal forma que o “tamanho” total é constante, embora a
parte do tamanho da alma que podemos observar (em trés dimensdes) varie.

Podemos compreender a idéia de More através de uma analogia simples. Suponhamos que
queremos fazer com que um pedago de borracha se adapte e cubra sempre uma certa figura (de
duas dimensdes), que aumenta ou diminui de tamanho. Isso pode ser feito, desde que a espessura
da borracha varie (diminuindo quando ela ¢ esticada ¢ aumentando quando ela é comprimida).
Do mesmo modo, a alma pode ocupar qualquer volume em trés dimensdes, desde que mude a sua
espessura numa quarta dimensdo.

Em sua obra de 1659, More utiliza as expressdes “quearto modo” ou “espesstra essencial”; mas em uma versio
revisada desse trabalho, em 1682, denominada Enchiridion metaphysicum, ele utiliza explicitamente o nome “quarta
dimensfio”: “quarta haec dimensio, quam apello spissitudinem essentialem”.

Como veremos, no século XIX houve também sugestdes de que alguns fendmenos espirituais estariam
associados a uma quarta dimensdo espacial.

No século XVIII, Immanuel Kant discute, em uma obra do periodo pré-critico (1747), a questdo da
dimensionalidade do espago. Ele aceita a tridimensionalidade do espago € a associa 4s propriedades da
le da gravitagZo universal: a forga gravitacional varia com o inverso do quadrado da disténcia e isso estd
associado as trés dimensdes do espago. Embora em nosso universo isso seja assim, Deus poderia, de
acordo com Kant, haver criado outras forgas e outros tipos de espago (ver CAJORI 1926 a, 1926 b).

Kant nfo desenvolve seu raciocinio, mas podemos tentar complet-lo. Em um espago tridimensional,
qualquer coisa que se espalhe sem absorgdo, igualmente para todos os lados, a partir de um ponto central,
ird diminuindo de intensidade com o inverso do quadrado da disténcia ao centro. Isso ocorre, por exemplo,
com aluz ou o som. Se, pelo contrério, a luz ou 0 som s6 puderem se espalhar em duas dimensdes (estando
limitados ao espaco entre duas superficies paralelas, por exemplo), a intensidade ird diminuir com o
inverso da primeira poténcia da distincia. De modo geral, em um espago de n dimensdes, a intensidade
ird diminuir com o inverso da poténcia n-1. Por isso, se imaginarmos guea gravitagdo ¢ produzida por
algo que se espalha pelo espago para todos os lados, sem absorgdo’, haveria uma correlagiio entre a
dimensionalidade do espago € o expoente que aparece na lei da gravitagao’.

¢ Eclaro que se pode negar que a gravitagdo seja algo dotado dessas propriedades. Nesse caso, deixaria de existir
qualquer relagdo entre a dimensionalidade do espago € a lei da gravitagio. O teorema de Gauss e outros
equivalentes seriam vistos, entfo, como um resultado que so s aplica, por acaso, ao espago de trés dimensdes,
néio podendo ser aplicado a espagos diferentes.

9 O mesmo tipo de raciocinio ¢ utilizado em trabalhos mais recentes, como por exemplo o artigo classico de
Ehrenfest sobre a dimensionalidade do espago.

Revista da SBHC, n. 13, p. 67-80, 1995
70



Apesar de precedentes isolados como os de More e Kant, é apenas na segunda metade do século XIX
que se comeca a discutir de forma sistematica a possibilidade de mais de trés dimensdes do espago, assim
como as consequiéncias dessa hipétese nas ciéncias fisicas.

Em 1875, Camille Jordan discutiu os principios basicos do processo de rotago de um corpo em um
espago de quatro dimensdes. Ele mostrou que, nesse caso, a rotaglio mais simples ndo é em torno de um
eixo fixo (como no caso do espago tridimensional), mas em torno de dois eixos fixos (ou seja, em tono
de um plano). Estudando o caso particular da rotagdo de uma superficie de um sélido tridimensional em
um espago de quatro dimensdes, Simon Newcomb mostrou que a parte interna da superficie pode ser
transformada na sua parte extema (NEWCOMB 1878). Isso significa que, em quatro dimensdes, ndo
existe uma diferenga essencial entre a parte interna e a externa dessa superficie.

Esses estudos eram, de modo geral, apenas discussdes hipotéticas, abstratas, sem nenhuma intenséo
de descrever a realidade. Mas outros autores da €poca procuraram aplicar de modo mais realista tais
anélises.

Utilizando-se dessas e outras propriedades geométricase topolégicas do espago de quatro dimensdes,
0 astrnomo Johann Friedrich Zollner (1834-1882) defendeu, a partir de 1878, que existem diversos
fenomenos exibidos pelos médiuns espiritas que evidenciariam a existéncia real da quarta dimenso do
€spago.

Nessa época, existiam diversos médiuns muito famosos (equivalentes ao recente fenémeno Uri Geller
que se diziam capazes de realizar fendmenos espantosos, com a ajuda dos espiritos de pessoas mortas'".
Um suposto médium chamado Slade, estudado por Zollner parecia ser capaz de fazer com que um objeto
que estava trancado dentro de uma caixa, aparecesse fora da mesma, de um modo inexplicével (“apport™).
Era também capaz de desatar nés cegos que haviam sido feitos no meio de uma corda, sem tocar suas
extremidades (que ficavam presas em pontos distantes, em paredes opostas da sala). Fenémenos como
esses, impossiveis sob o ponto de vista da fisica ordinaria, podiam ser explicados supondo-se a existéncia
de uma quarta dimens#io espacial (ver ZOLLNER 1878). Sob o ponto de vista matematico, o argumento
era correto: ndo existem “nos cegos” em quatro dimensdes e ndo existe a diferenga entre a parte de dentro
¢ a de fora de uma caixa tridimensional inserida em um espago de quatro dimensdes (ver NEWCOMB
1878).

ZolIner foi muito criticado, mas ndo sob o ponto de vista matematico e sim pela sua credulidade nos
fenémenos espiritualistas'!. Raramente se encontra algum autor da época (como SCHUBERT 1893} que
analisa de forma mais neutra (embora critica) os argumentos de Zollner. Por exemplo: Z8llner dizia que
alguns médiuns tinham a capacidade de ver coisas distantes, através de paredes e obstaculos (clarividén-
cia) de forma anéloga a0 modo como podemos ver coisas distantes, atris de obstdculos, erguendo-nos
sobre um ponto mais elevado. Segundo Zollner, isso seria explicado por um deslocamento do médium
na quarta dimensdo, de modo a ver “sobre” os obstaculos de nosso mundo tridimensional. Schubert aponta
que essa explicagdo s6 seria aceitavel se assumirmos que a luz se propaga tanto nas trés dimensdes que
conhecemos como também na quarta dimensdo assumida por Zollner. Mas, nesse caso, como explicar
que a energia luminosa se conserva, como se ela se propagasse apenas em trés dimensdes?

Nessa mesma ¢poca, houve utilizagdes menos esotéricas da hipotese de quatro dimensdes espaciais.
Lewis utilizou a geometria de quatro dimensdes para facilitar o célculo do momento de inércia de solidos
(LEWIS 1879). Em 1880, Cranz e Mach, independentemente, discutem a aplicagio da idéia de um espago
pluridimensional 4 Quimica (ver SCHUBERT 1893 e NAGY 1890). Suponhamos a existéncia de dtomos
de dimensdes bem definidas, que se combinam quimicamente por contato fisico. Nesse caso, se tivermos
trés atomos, eles podem todos se tocar (dois a dois) se forem organizados em um sistema plano
(bidimensional). Quatro dtomos podem também todos se tocar (dois a dois) se forem dispostos no espago
tridimensional. Mas com mais de quatro dtomos, seria necessaria a existéncia de mais da trés dimensdes

10 Diversos cientistas respeitdveis (como William Crookes, na Inglaterra) se envolveram no estudo dos fenémenos
espiritas, no final do século XIX, procurando estudi-los de modo cientifico. Quase todos aceitaram os
fenémenos como auténticos ¢ foram ridicularizados pela “ciéncia oficial”, que nem sequer admitia o proprio
estudo desses fendmenos.

11 Ver, por exemplo, a critica de Tait (1878).
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no espago, par que todos eles pudessem se tocar. Assim, a suposigiio de maléculas quimicas com mais
de quatro atomos, em gue todos os dtomos estivessem em contato muituo, exigiria um maior nimero de
dimensdes do espac,:ol ;

O autor que mais divulgou a idéia de espagos pluridimensionais, no final do século XIX, foi Charles
H. Hinton. Ele publicou a partir da década de 1880 uma série de Scientific romances (claramente
especulativos), onde explorava tal.idéia (ver BORK 1964).

Em um desses trabalhos, publicado em 1884, Hinton tenta explicar a expansibilidade dos gases
utilizando uma quarta dimensdo . Ele supde que os gases sio, na realidade, corpos dotados de volume
constante, como os liquidos, mas que esse volume constante se estende em quatro dimensdes. Quando
um gés ¢ comprimido, sua quarta dimensdo aumenta e quando ele se dilata, a quarta dimensdo diminui.
Ha, segundo Hinton, um tipo de forga “lateral”, que empurra o g4s e tenta diminuir sua espessura na quarta
dimens#o, 0 que explica sua expansibilidade e a dificuldade em comprimi-lo. Seria algo equivalente a
um liquido que, colocado sobre uma superficie plana, sujeito a gravidade (e desprezando-se a tensdo
superficial), tenta se espalhar e ocupar a maior 4rea possivel,

Idéias equivalentes a essas de Hinton foram utilizadas por René de Saussure (SAUSSURE 1891,
1903), que identifica essa “pressdo lateral” que age na quarta dimens3o como sendo o calor. Saussure
aplica a idéia da quarta dimensdo para tentar interpretar os fenémenos quimicos. Ele interpreta uma
mistura ou solugdo de substincias como uma mera reunifio de suas particulas em trés dimensdes.
Exatamente por isso, essas substincias podem ser separadas facilmente. No entanto, a reagio quimica
corresponderia a um “empilhamento” das particulas na quarta dimensdo. Quando se tentasse separar essas
particulas, atuando-se no espago tridimensional, isso simplesmente quebraria as particulas, mas man-
tendo-as empilhadas e impedindo a sua separagio miitua. Pelo contréria, através do calor ou da
eletricidade, seria possivel separar realmente as substéncias, pois essas influéncias atuariam na quarta
dimens#o.

Em 1886, Hinton analisa uma questdo de simetria: a diferenca entre corpos tridimensionais que
diferem por um ser a reflexfo especular do outro (como a mo esquerda ¢ a méo direita). Mobius j4 havia
mostrado, em 1827, que um desses corpos pode ser transformado no outro através de uma rotagio, em
quatro dimensdes. Hinton utiliza esse resultado e procura aplica-lo para compreender o proprio surgi-
mento dos seres vivos. Ele imagina que a simetria bilateral, tdo comum nos corpos vivos, é o resultado
da reprodugdo e rotagio em quatro dimensdes das partes que foram produzidas antes'*. Em estudos
posteriores, Hinton procurou também explicar os fendmenos eletromagnéticos utilizando uma quarta
dimensdo espacial (HINTON 1900-1904).

Em 1891, Karl Pearson introduz uma quarta dimensio do espago para tentar explicar os fendmenos
gravitacionais (ver PEARSON 1891). Ele associa as particulas ou dtomos a sumidouros de éter (ether
squirts): supde que no ponto onde dizemos existir uma particula, ha na verdade um ponto de comunicagio
com a quarta dimensfo do espago, através da qual h4 uma retirada continua de éter de nosso universo'.
Pode-se imaginar alguma coisa como uma piscina dentro da qual houvesse varios tubos de borracha, com
suas extremidades abertas dentro da dgua, alguns dos quais fossem fontes do liquido e outros retirassem o
liquido da piscina. A diferenca € que os tubos, nesse caso, estio no mesmo espago que a gua, enquanto que
na hipotese de Pearson os tubos estio fora do nosso espago tridimencional. De acordo com a analogia
hidrodinimica de Pearson, dois sumidouros devem se atrair. Isso poderia explicar foras gravitacionais.

No mesmo ano de 1891, W. W. Rouse Ball faz outro interessante uso fisico de uma quarta dimensdo
espacial. Na época, discutia-se muito a natureza do éter que supostamente seria o veiculos das interagdes
eletromagnéticas (¢ da luz). Para se poder explicar o fendmeno de polarizagéio da luz, era necessario supor
que o éter tivesse propriedades semelhantes as de um solido rigido, pois no interior de um gés ou liquido

12 EmstMach néo aceitava a existéncia de stomos como uma realidade e por isso sua discuss@o € apenas hi potética.

13 A proposta ¢, curiosamente, muito parecida com a concepgdo de More sobre a alma.

14 Charles Peirce, aproximadamente em 1890, defende a efetiva existéncia da quarta dimensdo do espago a partir
de um argumento semelhante: se ndo existisse essa quarta dimensio, haveria uma real diferenga entre a mio
direita ¢ a mio esquerda que seria incompreensivel. Ver, sobre esse ponto, o artigo de DIPERT 1978,

15 De acordo com SCHUBERT 1893, Riemann também apresentou uma idéia semelhante, em uma obra que néo
pude consultar: Neuc mathematische Principien der Naturphilosophie.
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ndo podem existir ondas transversais. Ao mesmo tempo, era necessario supor que o €ter tivesse uma
resisténcia nula ou quase nula, ji que ele ndo perturba os movimentos planetarios. Essas duas propriedades
pareciam mutuamente incompativeis. Rouse Ball, no entanto, apresentou uma proposta que explicava as
duas propriedades (ver ROUSE BALL 1891). Supds que o éter fosse realmente s6lido (para poder
transmitir ondas transversais), mas que ele tivesse a estrutura de uma espécie de “casca” fina em um
espago de quatro dimensdes. Ou seja: em trés dimensdes, o éter tem uma extensio infinita (ou pelo menos
muito grande), enquanto que na quarta dimenséio ele teria uma pequena espessura. A matéria ndo estaria
embebida dentro do éter, e sim apoiada sobre sua superficie. Assim sendo, quando a matéria se desloca
pelo éter, elanio sofre resisténcia. No entanto, a matéria pode transmitir € receber vibragdes do éter, como
a luz; e a luz se propaga pelo éter como se ele tivesse apenas trés dimensdes, ja que a quarta dimensdo
tem espessura muito pequena.

No final do século, Domenico de Francesco desenvolve um estudo sobre a estitica em quatro
dimensdes (FRANCESCO 1896). Ele mostra que as leis do equilibrio precisam ser generalisadas, pelo
surgimento de novas condigdes de equilibrio, assim como ao se passar de uma dimensdo para duas, surge
anecessidade de introduzir a nogo de torque. De um modo geral, um sistema de forgas agindo em quatro
dimensdes sobre um solido pode ser reduzido a uma forga resultante que passa por um certo ponto, & dois
torques.

Sob o ponto de vista formal, a mecanica de Hertz e a estatistica de Gibbs introduzem espagos
pluridimensionais. Mas trata-se de um uso apenas formal, diferente dos outros aqui discutidos. Por isso,
nio exploraremos esse ponto.

Apesar de vérias linhas de especulagdio sobre um espago pluridimensional, no final do século XIX, a
posi¢do mais comum era conservadora: Simon Newcomb, por exemplo, em 1898, nega a existéncia de
uma quarta dimensdo do espago, dizendo que nunca se observou nenhum efeito que precisasse ser
atribuido a essa quarta dimens3o. Nosso universo tndimensional parece ser auto-suficiente, sem precis-
armos inventar “mundos paralelos™

Se existir algum agente que poderiamos imaginar conectar-nos com uma esfera exterior, ele
& certamente o éter luminifero. Mas se esse éter entra em uma quarta dimensdo, a intensidade
da luz e do calor radiante diminuiriam come o cubo da distancia e ndio com o quadrado. Para
falar mais precisamente, a radiagio que emana de um corpo incandescente seria comple-
tamente perdida - sairia completamente de nosso universo. O fato de que ndo ¢ perdida - e,
realmente, a teoria geral da conservagdo da energia - mostra que ndo hd troca de energia entre
nosso universo ¢ qualquer outro possivel que esteja em outra dimensdo do espago.

A posigiio de Newcomb ¢ semelhante & de diversos autores do século XX, que procuram utilizar as
leis cientificas conhecidas para mostrar que nosso universo possui apenas trés dimensdes

4 Geometrias Nao-Euclidianas propriamente ditas (Abordagem Classica)

Os trabalhos de Janos Bolyai (1832) e de Nicholaus Lobatchewsky (1840) estabeleceram a possibili-
dade de se estruturar geometrias diferentes da de Euclides e que fossem, apesar disso, to coerentes quanto
aquela. O surgimento das geometrias ndo-euclidianas partiu de estudos puramente formais, mas Lo-
batchewsky se interessou, depois, pela possibilidade de aplicagio das mesmas a realidade fisica,
Supondo-se que a luz caminha em linha reta, seria possivel determinar o tipo de geometria do nosso
espago interestelar, através de medidas astrondmicas. Se o espago for euclidiano, a paralaxe das estrelas
deve tender a zero, quando forem observadas estrelas cada vez mais distantes. Se 0 espago tiver curvatura
positiva, a paralaxe deve ir diminuindo, para estrelas mais distantes, até uma certa distancia, quando se
anularia, tornando-se negativa a partir dai. Se o espago tiver curvatura positiva, a paralaxe nunca deve se
tornar nula nem tender a zero: ela diminuiria até certa distdncia, para depois aumentar & medida que forem
estudadas estrelas mais distantes.

16  Pode-se encontrar um bom niimero de referéncias a estudos posteriores sobre a dimensionalidade do espago
no artigo de Caruso ¢ Moreira Xavier (1986).
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Na época em que Lobatchewsky fez essas consideragdes, as medidas astrondmicas ndo indicavam
nenhuma anomalia. Ele concluiu que, dentro dos erros experimentais, o espago podia ser considerado
euclidiano, até a distancias das estrelas para as quais havia sido medida a paralaxe.

Ha um importante trabalho que precede o desenvolvimento das geometrias nio-euclidianas mas que
so adquiriu importincia depois desse desenvolvimento, ao receber nova interpretagdo. Trata-se do
trabalho de Daviet de Foncenex, que resultou no desenvolvimento da primeira estética nfo-euclidiana.

Em 1760-61, Daviet de Foncenex publicou um artigo em que tentava estabelecer “a priori” as leis
fundamentais da Mecanica (FONCENEX 1760-1761). Seguindo o exemplo de d’ Alembert, ele procurou
provar através de consideragdes gerais a lei da inéreia, a lei da composigio das forgas e a lei do equilibrio
(ver MARTINS 1981). Na sua tentativa de demonstrar a lei de composigio de forgas paralelas, aparece
um raciocinio extremamente interessante,

O
A X ] z B

Consideremos duas forgas paralelas, de mesmo médulo P, aplicadas as extremidades de uma barra
rigida de comprimento 2x. A resultante R dessas duas forgas, aplicada ao ponto médio O da barra (por
simetria) deve ter um valor que s6 pode depender dos valores de P ¢ de x. Ou seja;

R =f(P,x)

Como a resultante e as forgas componentes possuem a mesma dimensdo, Foncenex conclui que deve
existir necessariamente uma relago linear entre elas, ou seja, a fungao deve ser do tipo:

R =Pep(X)

O problema €, agora, determinar essa fungdo ¢ (x). Para isso, Foncenex faz a analise de uma nova
situagdo. Suponhamos que sdo aplicadas quatro forgas iguais a P em uma barra de comprimento 4x: duas
delas no meio, e duas nas extremidades M e N.

P o—=
p._
i
i
=
—

Podemos achar a resultante dessas forgas de duas maneiras. Podemos compor inicialmente as forgas
do meio (que vao dar uma resultante 2P) e as das extremidades (que vao dar uma resultante P. ¢ (2x),
de acordo com o raciocinio anterior) e depois somé-las, o que daré a resultante:

R'=2P+P ¢ (2x)

ou entdo podemos compor inicialmente cada uma das forgas do meio com uma das forgas de cada
extremidade, depois somando suas resultantes. Nesse segundo caso, a resultante de uma das forcas do
centro O com a da extremidade M estaré no ponto médio A e terd um valor R" = P, ¢ (). A resultante
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da outra forga do centro com ada extremidade N estard no ponto médio B e terd o mesmo valor. Compondo
a forga em A com a for¢a em B, teremos como resultado:

R’ =R". ¢(x) = P[p(x)]2

Como os dois processos de composigdo de forgas devem conduzir a0 mesmo resultado!”, devemos
ter: .

2P + P.g(2x) = Pp()]2 .2 + ¢ 23) =[ ¢(®)]?

Essa equagdo funcional deve permitir determinar a fungdo simbolo @(x) que, por sua vez, determina
a lei de composigdo de forgas paralelas.

Nesse ponto, Foncenex afirma que a tnica solugdo dessa equagdo funcional é o valor constante
@(x) = 2. Fazendo essa suposigio, ele conclui que a resultante de duas forgas paralelas iguais tem
simplesmente o dobro do valor das mesmas.

O trabalho de Foncenex despertou bastante atengio e logo foi criticado. D’Alembert, Fourier e
Lagrange notaram que a conclusZo de Foncenex niio era o resultado geral que se seguia do seu raciocinio.
De fato, a equagdo funcional de Foncenex pode ser satisfeita por qualquer solugdo do tipo:

@(x) = bax + b-ax

como ¢ facil verificar substituindo essa expressio na equagdo funcional (ver d’ALEMBERT 1769).
Conforme os coeficientes a do expoente sejam reais ou imaginarios, essa expressio corresponde (a menos
de uma constante multiplicativa) s fun¢des cosseno hiperbolico ou cosseno de uma constante multipli-
cada por x.

Na época, esses resultados mostravam apenas que a dedugdo de Foncenex era incorreta. Ou seja: ele
nio havia conseguido mostrar o que queria - que as leis basicas da Mecénica podiam ser obtidas @ priori.
No entanto, 100 anos depois, Angelo Genocchi foi capaz de reinterpretar os estudos de Foncenex. Em
1869, Genocchi mostrou que as varias solugdes da equagdo funcional do trabalho de Foncenex propor-
cionavam as diferentes mecnicas associadas aos trés tipos de geometrias homogeéneas: as de curvatura
nula (geometria euclidiana), de curvatura positiva e de curvatura negativa (GENOCCHI 1869, 1878).

Na época de Foncenex, a nica geometria conhecida era a euclidiana, por isso ele tentou forgar o
resultado de sua dedugfio. No entanto, seguindo o seu raciocinio, seria necessario admitir trés tipos de
mecanicas diferentes. Quando a distancia x entre as forgas € muito pequena, as trés mecénicas ddo valores
equivalentes. Mas quando x ndo ¢ desprezivel, elas diferem. Em uma delas, a resultante de duas forgas
paralelas idénticas € igual 4 soma das mesmas. Em oultra, a resultante diminui quando a disténcia entre
as forgas aumenta. E na terceira, a resultante aumenta quando a distincia entre as forgas aumenta.
Genocchi mostrou que isso era exatamente o que se deveria esperar quando se desenvolve a Mecanica
no contexto das geometrias ndo-euclidianas. De certa maneira, o trabalho de Foncenex (corrigido por
D’Alembert, Lagrange ¢ Fourier) proporcionou, antes do surgimento das geometrias ndo-euclidianas, o
primeiro exemplo de aplicaggo fisica dessas geometrias.

Independentemente do trabalho de Genoechi, J. M. de Tilly também desenvolveu os principios das
mecinicas ndo-euclidianas (TILLY 1870). O trabalho de Tilly € sistematico, analisando a cinematica, a
estética e a dindmica. Ao final do século XIX, Jules Andrade publicou um tratado de Mecénica em que
apresentou de forma clara e rigorosa as “mecénicas abstratas” (ndo-euclidianas), desenvolvendo também
a hidrostatica nao-euclidiana (ANDRADE, Legons de mécanique physique) . Todos esses trabalhos, no
entanto, eram puramente hipotéticos: assumindo-se a possibilidade de um espago curvo, eram deduzidas
as conseqiiéncias. Mas ndo havia nem a tentativa de explicar novos fendmenos efetivamente observados,
nem de testar se esses desenvolvimentos podiam se aplicar 4 realidade fisica. O préprio Tilly, por exemplo,
abandonou esses estudos por considera-los intteis.

17 Embora Foncenex ndio discutisse esse ponto, & elaro que ele estd supondo a adigiio de forgas deve obedecer as
propriedades associativa ¢ comutativa da adigio ordinaria, de tal modo que se pode mudar a ordem em que a

soma ¢ feita, sem alterar o resultado.
18 Na Rassia, houve também o desenvolvimento de trabalhos sobre mecanica ndo-euclidiana, no final do século.
Ver GRIGORIAN 1960.
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Em todos esses trabalhos, a base matematica utilizada é a geometria “cléssica” - isto é, ndo se utiliza
geometria diferencial. Todos eles assumem um espago homogéneo, de curvatura constante. Outros
trabalhos, desenvolvidos no século XIX, utilizaram o método que foi depois adotado na relatividade geral.

S Geometrias Nio-Euclideanas propriamente ditas (Abordagem Diferencial)

A geometria diferencial surgiu em 1827, no contexto da geometria euclidiana, com os trabalhos de
Johann Friedrich Karl Gauss (1777-1855) sobre superficies curvas. Em 1854, Georg Friedrich Bemhard
Riemann (1826-1866) aplicou o método de Gauss ao estudo do espago tridimensional geral, focalizando
sua atengdo na métrica e nas propriedades de curvatura do espago. Riemann discute rapidamente a relagio
entre a geometria geral e a Fisica, conjeturando que o espago poderia ser nfo-euclidiano a nivel
microscopico. No entanto, nfio analisa as diferengas que surgiriam nos viarios ramos da Fisica por
influéneia do tipo de espago.

Apos o desenvolvimento posterior da geometria diferencial por Hermann Helmnholtz (1821-1894),
Eugenio Beltrami (1836-1900) e outros (no final da década de 1860), varios autores se interessaram em
aplicar esse tipo de abordagem a estudos fisicos.

W.K. Clifford, em 1870, publiceu um curto trabalho em que conjetura sobre a possibilidade de utilizar
a geometria diferencial no estudo do espago microscépico (CLIFFORD 1870). Ele conjetura, nesse
trabalho, que pequenas porgdes de espago sdo analogas a pequenas colinas em uma superficie que, em
media, € plana - ou seja, que as particulas materiais representam regides em que a métrica apresenta maior
curvatura. O movimento da matéria seria simplesmente a propagagdio ondulatoria dessa curvatura pelo
espago. A idéia ¢ interessante e varios autores modernos consideram esse curto resumo de Clifford como
um prenuncio de idéias atuais (ver MISNER & WHEELER 1957). Mas Clifford jamais publicou (nem
se encontrou entre seus manuscritos) o desenvolvimento dessas idéias.

E no estudo da Mecanica e da gravitagio que se conseguiu aplicar adequadamente esse novo método.
Seria impossivel descrever adequadamente esses estudos nos limites do presente trabalho. Vamos apenas
indicar, aqui, alguns dos principais passos desenvolvidos até o final do século XIX, sem no entanto
aprofundar o assunto ”.

Em 1872, R. Lipschitz estudou o movimento de particulas em um espago de n dimensdes, com
curvatura. Mostrou que era possivel aplicar o formalismo de Lagrange ao estudo desses movimentos
(LIPSCHITZ 1873). Analisando o problema de uma particula submetida a uma forga que varie com o
inverso da poténcia n da distdncia, Lipschitz obtém uma equagdo equivalente & de Laplace, porém
dependente da curvatura do espago. No ano seguinte, Eugen Dithring desenvolveu um trabalho seme-
lhante. No mesmo periodo (entre 1870 e 1873), E. Schering estudou a gravitagio em espagos de n
dimensdes, com curvatura.

Clifford, em 1876, estudou a rotagdo de sélidos em espagos curvos?’.

Em 1885, Killing analisou o movimento de pontos sobre uma hiper-esfera, o que ¢ equivalente ao
estudo do movimento dos pontos em um espago de curvatura positiva constante.

Utilizando todos os desenvolvimentos anteriores, Stackel desenvolveu em 1893 uma formulagao geral
da Mecénica em espagos curvos. Mostrou que a introdugdo de forgas associadas a potenciais podia ser
considerada como equivalente 4 introdug#o de curvaturas e que 0 movimento obedecia a equagdes iguais
as que determinam as geodésicas. Dessaforma, no final do século XIX, j4 existiam os principais elementos
que permitiriam a utilizagio da geometria diferencial e da introdugio de espagos curvos na Fisica.

6 Consideragdes Finais

Pode-se dizer que, ao longo do século XIX, foram surgindo aplicagées na Fisica de todos os aspectos
da geometria ndo-euclidiana que sdo encontrados, depois, na teoria da relatividade. Em alguns casos
(espagos pluridimensionais, espago-tempo) essas idéias levaram a conjeturas principalmente qualitativas.
Em outros casos (geometrias ndo-euclidianas propriamente ditas), o desenvolvimento levou a aplicagdes

19 Podem ser encontradas as referéncias relevantes no artigo: SCHLEGEL 1900.
20 Ver uma descrigio do trabalho de Clifford e desenvolvimentos posteriores em FRANCESCO 1902.
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