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A RELAGAD MASSA - ENERGIA E ENERGIA POTENCIAL

ROBERTO DE A, MARTINS
DEPTOC DE RAIOS GOSMIGOS - UMCAMP
CAMFPINAS - SP

1- Introdugao

Os defensores da importancia da Historia da Cién-
cia (entre os quais me incluo) costumam afirmar que o conhecimen
to da Historia da Fisica é importante para o} proprio trabalho ci-
entifico do pesqu1sador podendo auxilia-lo a descobrir problemas
ainda em aberto, metodos de trabalho importantes porém em desuso,
etc. Essas afirmagoes, embora plausiveis, podem nio impressionar
muito, pois, embora se admita a possibilidade dessa importancia,
seria preciso exibir exemplos dessa influencia do estudo histori
co no trabalho de pesquisa. Isso, alias, foi objeto de discussao
no Seminario anterior, aqui realizado em 1987.

Dentre dessa perspectiva, o presente trabalho tem
o0 objetivo geral de, através de um exemplo concreto e atual, mos
trar que o conhecimento da Historia da Ciéncia pode e de fato au
xilicu uma pesquisa cientifica recente: e que, inversamente, o]
desconhec1mento da Hlstorla da Ciencia pode prejudicar a compre-
ensao conceitual da ciséncia e impedir a solugao de problemas que
nao sao tao dificeis quanto parecem.

0 exemplo utilizado esta associado a uma aplicaqao
da famosa relagao de Einstein entre massa e energia,

E = mc?
(provavelmente a mais conhecida equagdo da Fisica Moderna).

O problema cientifico tratado é a aplicabilidade
(ou nao) dessa relagao de Einstein ao calculo de uma massa as-
soclada a energia potenc1al. Consideremos a seguinte situacao: um
eletron (ou qualquer particula carregada) se move em um campo ex
terno; sua energia potencial depende de sua p051ga0' sua massa de
pendera expllcitamente dessa energla poten01al? Em particular: a
massa de um eletron em um atomo & igual a sua massa quando livre,
com mesma velocidade?

Este trabalho mostrara que essa questdaoc, embora an
tiga e discutida por grandes fisicos (como de Broglie e Brillouin},
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nao havia sido resolvida até recentemente. Mostrara tambem que ela
pode ser resolvida, de modo clarc e relativamente simples, com o
uso de técnicas e de conceitos desenvolvidos cem anos atras {antes
de Einstein) e _que cairam em desuso. A resposta, obtida recentemen
te, e de que nao se pode associar uma massa a energia potencial e-
letrcmagnetica de uma carga em movimento em um campo externo.

Para poder mostrar tudo isso, & necessario desenvol
ver primeiramente um longo histérico da relagéo massa«energia que
mostrara que a equagao E = me® nao & geral, nac sendo valida quan
do ha tensoes envolvidas em sistemas extensos (nao pontuals) De-
pois, sera discutido o problema especiflco da relagao massa-ener-
gia potencial e sua solugao.

2- A relacao massa-energia: historia

No desenvolvimento da Tecoria da Relatividade, ocor
reram dois tipos de desenvolvimentos distintos, mas convergentes.
Um fol o estude das propriedades mecanicas da radiagac eletromagne
tica (luz), que levou a relagao massa-energia. Outro foi o estudo
das propriedades mecanicas de uma carga elétrica em movimento, que
levou a relagéo massa-velocidade. Vamos examinar, prlmelramente. o]
hlstorlco da prlmeira dessas linhas de investigagao. Ela esta rela
cionada as concepgoes de Faraday e Maxwell sobre o campo eletromag
netico.

A idéia de que © campo eletromagnetico mesmo na au
séncia de materia, tem realidade fisica e propriedades quantltati
vas fol defendida por Faraday e depois aproveitada por Maxwell em
sua teoria eletromagnética.

A imagem mais utilizada por Faraday, na tentativa
de compreender os efeitos elétricos e magnéticos, e a de "linhas
de forga'". Embora no ensino elementar atual do eletromagnetlsmo
ainda se utilize a ideia de linhas de forga, este uso moderno nao
reproduz a concepgao primitiva de Faraday. Enquanto que os efeitos
gravitacionais pareciam se comportar como agées a distancia, em 1L
nha reta, e sem influéncia de materiais interpostos, os campos ele
tricos e magneticos pareciam se propagar em linhas curvas, depen«
der do meio material, e ser portanto influéncias que se propagavam
gradualmente atraves do espago.

0Os efeitos de indugao eletrostética, por exemplo,
eram atribuidos por Faraday a "linhas de for¢a indutiva", e nao a
uma agao direta a distancia (FARADAY, Experimental researches,
§ 1164). Esse efeito indutivo parecia propagar-se de ponto a ponto,
através do meio. Por meio de barreiras metalicas o efelito eletros
tatico podia ser impedido de atuar, e Faraday imaginava que as 13
nhas de forgca chegavam ate o metal e eram impedidas de continuar a
diante, Por outro lado, os efeitos indutivos podiam passar pelas
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bordas de uma placa metalica ligada a Terra. e entao as linhas de
forga indutiva pareciam se encurvar apds passar pela borda metall
ca, podendo produzir efeitos atras da placa (§ 1221). Como expli
car que essas linhas de forga se encurvavam? Faraday supoe que es
sas linhas de forca se repelem umas as outras (§ 1224, 1225,1231),
tendendo a se distanciar o maximo possivel, o que explicaria esse
encurvamento. Portantoc, as linhas de forga indutiva possuiriam
duas caracteristicas principais; produziriam um efeito de indugao
e atracdo eletrostatica na diregao da propria linha de forga; e
produziriam uma repulsao mutua entre as linhas de forga, que ten
deria a afasta-las lateralmente (§ 1297).

Faraday utiliza uma imagem semelhante para as "1
nhas de forga magnética". Os efeltos de atragao entre imas e/ou
correntes eletricas paralelas sao explicados por Faraday atraves
da tendéncia das linhas de forga de se encurtarem ou contrairem
longitudinalmente (FARADAY, 1852, § 3266-7, 3280, 3294). A repul
sdo de dois imas colocados lado a lado, com polos no mesmo senti
do, ou repulsao de duas correntes eletricas paralelas opostas e
explicada por uma tendencia das linhas de forga magnetica a se se
pararem lateralmente (§ 3266-7, 3268, 3295). Os efeitos observa
dos com corpos ferromagnéticos, diamagnéticos e paramagneticos
s80 também explicados atraves dessas propriedades das linhas de
forga, assumindo-se também que elas tendem a se concentrar mais
ou menos em diferentes substancias (§ 3298).

Faraday afirma a realidade fisica das linhas de
forga magnética, assim como das linhas de forcga eletrica (§ 3263,
3269), e indaga sobre sua natureza. Ele sugere que elas poderiam
ser constituidas por "wna vibaagao do eten Aipotetico, ou um estado de ten
ado desse oten, equivalente a uma condicao estatica ou dinamica; ou algun ou-
tro estado dificid de conceber ..." (§ 3263); mas ele parece mais in
clinado a aceitar a ideia de que as linhas de forga seriam consti
tuidas por tensdes do meio - o "estado eletrv-tonico” (§ 3269).

Atraves dessas idelas. Faraday enfatiza a importan
cia do campo, em detrlmento da idéeia de agao a distancia. As car
gas, correntes elétricas, imas, etc. produziriam linhas de forga;
mas sao essas que realmente atuam e produzem todos os efeitos.

Maxwell adotou essencialmente as ideias de Faraday,
procurandoc dar-lhes uma formulagéo matematica conveniente a par-
tir da qual fosse possivel fazer previsoes quantitativas defini
das., Desde o inicio de seu tratado (MAXWELL, Treatise on electricity
and magnetism), Maxwell adota a idéia de 1linhas de forga de
Faraday, a quem cita inumeras vezes, e indica que adotara uma teo
ria em que a acao elétrica & um fenomeno de tensao do meio, ou
tensao ao longo das linhas de for¢a (MAXWELL, Treatise, § 47- 8)
Por isto, Maxwell procura caracterizar o0s fenomenos eletromagnetl
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cos atraves de grandezas distribuidas pelo espago, e nao concen-
tradas em pontos. A energia eletrostatica W de um sistema de car
gas, no vécuc, por exemplo, era calculada sob a forma:

il
W = 2E(eV)

onde sao somadas as energias potenciais (eV) de todas as cargas.

Maxwell parte desta formula (§ 84) e obtém a  ex-

pressao (§ 99a)

Loy
w:aj’E av

onde se calcula a integral volumétrica da densidade de energia as
sociada ao campo elétrico (E’/Sﬂ)e que permite o caleculo da ener
gia eletrostatica pela integragéo de uma grandeza distribuida de
forma continua por todo o espago. Segundo esta expressao, todas
as regioes do espago onde exista um campo elétrico contribuem no
computo da energia total do sistema. Esta energia espalhada pelo
espago e, segundo Maxwell, essencialmente energia potencial elas
tica (§ 630, 638) devida a distribuicdo de tensoes do eter(§ 110).
Que tensoes sao essas? Sao essencialmente as tensces das linhas
de forga de Faraday (§ 109).

Maxwell fornece uma teoria quantitativa detalhada
dessas tensoes a fim de calcular as forgas eletrostaticas a par-
tir de efeitos locais, e nao agoes a distancia (§ 105). O desen
volvimento matematico da teoria faz associar a cada ponto do meic
nove componentes de tensaoc eletrostética, reduzidas a seis pela
imposicao de auséncia de efeitos rotacionais, e que para o vacuo
Corresponde a apenas trés tensoes: uma tracao longitudinal (na di
regao do campo eletrlco) € uma pressao transversal (perpendicular
a diregcao do campo eletrico) (§ 106). O modulo p dessas tensoes e
0 mesmo, tanto na direcao longltudlnal quanto transversal; e e
igual a densidade de energia eletrostatica:

1.3
P = g; Er .

No caso de um meio dielétrico, Maxwell obtem a ex

pressao da densidade de energia eletrostatica (§ 631).
dW L

av = ~ 2 E-D-

No caso de correntes elétricas, Maxwell fala em
uma energia "eletrocinetica" (§ 634) correspondente ac movimento
das cargas elétricas, mas tambem desenvolve a expressgo dessa
energia em fungao do campo magnético gerado em todo o espago. A
densidade desta energia, que seria essencialmente cinetica(§ 630,
636, 638), seria
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e Maxwell afirma explicitamente que ".. .esta enengia exu'_ate 400 a forma
de algum tipo de movimento da materia em cada pongao do edpa;a (§ 636).
Mais tarde, Maxwell indicara o efeito magneto~optlco de Faraday
(§ 821) como uma evidéncia de que existe algum movimentc de rota
cao do éter em torno das linhas de forga do campo magnetico(§ 831).

Tambem as interagoes magnéticas estariam, segundo
Maxwell, associadas a tensoes do eter (§ 641). A descricao dessas
tensdes & bastante complicada, no caso geral (§ 642), mas no caso
mais simples, do vacuo (§ 643), reduz-se a uma tragac longitudi-
nal e a uma pressao transversal, ambas de mesmo modulo p, igual a
densidade de energia magnética:

1
P = E; H .

Maxwell enfatiza que esta apenas desenvolvende as
idéias de Faraday sobre as linhas de forga. E igualmente seguindo
uma sugestao de Faraday que Maxwell desenvolve a teoria eletromag
netica da luz (§ 782). E para calcular a pressao de radiagao,
Maxwell utiliza diretamente a sua teoria de tensoes do eter(§ 792).
Suponhamos uma onda eletromagnetlca plana que se propaga no vacuo
na direcao do eixo z, com o campo elétrico na diregao x e o magne
tico na diregao y. Se a densidade total de energia da onda e 2p,
metade dessa densidade corresponde, como Maxwell havia mostrado,
ac campo elétrico, e metade ao campo magnético. Portanto, as ten
soes elétricas médias seriam:

L= B

Fx = -p

F! = F; =p
e as tensoes magneticas:

F"=—p

b

F!' = Fi! =

b d z P

Adicionando essas tensaes, Maxwell obtem o efeito

resultante

Posis iy = 0

X Y

F=2p,
ou seja, uma pressao longitudinal cujo modulo € igual ao da densi
dade total de energia da onda. Para uma radiacao isotropica a

pressao fica reduzida a 1/3 da densidade de energia.

Na teoria original de Maxwell ocorrem, portanto,
as ideias de energia e tensao associadas aos campos eletromagnéti
coS; mas nao ha ainda a idéia de um momentum associado a radiagao
eletromagnética.

Antes do desenvolvimento da teoria de Maxwell, a
procura de uma pressao produzida pela luz Jé possuia uma longa
historia. Nos seculos XVIII e XIX varios experimentadores haviam
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procurado detectar e medir um efeito desse tipo, sem resultados
definidos (ver WHITTAKER, A history of the theories of aether and
electricity, vol. I, p. 273).

Foi apenas em 1873 que Maxwell publicou seu trata
do de eletricidade e magnetismo, com uma previsdo tedrica da pres
sao produzida pela luz solar. Independentemente, em 1876, Bartoli
deduziu a formula da pressdo da radiagao a partir de um argumento
puramente termodinamico (BARTOLI, 1876): se a radiacao nao produ-
zisse pressac, seria possivel violar a 28 lei da termodinamica. O
argumento de Bartoli foi aperfei¢oado e generalizado pcr-Boltzmrm
e Galitzine (BOLTZMANN 1884; GALITZINE, 1892). A coinc1denc1a en
tre as equagoes obtidas através do argumento termodinamico geral
de Bartoli e do modelo de tensoes de Maxwell deu grande confianca
ao resultade obtido. Por isto, naoc foi surpresa a posterior con-
firmagao experimental do efeito de pressdo de radiacao por Lebedew
e Nichols e Hull, em 1901 (LEBEDEW, 1901; NICHOLS & HULL, 1901,
1903).

Como, na teoria de Maxwell, a energia eletromagné
tica esta distribuida pelo espago, é claro que transferencias de
energia eletromagnética também sac um fendmeno espacial extenso,
e nao ligado imediatamente a uma carga eletrica. Quando um fio me
télico conduz uma corrente eletrica que alimenta um motor, por e-
xemplo, o fluxo de energia deve ser visto, no modelo de Maxwell,
como algo que ocorre principalmente no espago fora do condutor, e
nac dentro dele.

0 estude do fluxo da energia eletromagnetica foi
resolvide independentemente e quase ao mesmo tempoc por Poynting e
Heaviside (POYNTING, 1884; HEAVISIDE, 1885, 1892)., O resultado
obtido foi o famoso "teorema de Poyntlng” segundo o qual o fluxo
de energia em qualquer ponto do espago e representado pelo produ
to vetorial dos campos eleétrico e magnético, multiplicado por uma
constante

=+ c o+ +
Sii= a E x H.

O estudo da localizagao e fluxo da energia nao SO no
EIetromagnetismo mas também na teoria da elasticidade, hldrodlna
mica, termodinamica e gravitagao foi desenvolvido mais tarde por
Wier (1892), Mie (1898, 1899) e Volterra (1899).

0 teorema de Poynting e deduzido a partir da teo
ria de distrlbulgao da energia no campo eletromagnético; e,é cla
ro,se esta ultima fosse alterada, o teorema de Poynting teria que
ser alterado. Vinte anos mais tarde, Ritz criticou a teoria de
Maxwell, mostrando que o problema de distribuiqﬁo de energia ele
tromagnética pelo espacgo e um problema indeterminado, com muitas
solugaes possiveis, e que portanto o teorema de Poyting se baseia
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em uma escolha arbitraria (RITZ, 1908).

0 fluxo de energia nunca tera a diregao dos campos
elétrico e magnético, mas sera sempre perpendicular a estes.E mes
mo quando os campos elétrico e magnético sao estaticos, ha um flu
xo de energia fluindo pelo espago, desde que estejam presentes si
multaneamente os dois campos, e desde que eles naoc sejam parale—
losq Se, por exemplo, um capa01tor for colocado entre os polos de
um 1ma, sendo os campos E e H perpendiculares, o espago interno
do capacitor sera continuamente percorrido por uma corrente de e-
nergia. Esses resultados do tecrema de Poynting, nem um pouco in
tuitives, levaram a dois tipos de especulagoes: primeiramente, so
bre a ideia que o eéter estaria em movimento, sempre que houvesse
campos elétricos e magnéticos cruzados; em segundo lugar que, nes
ses locals, dever-se-ia associar ao eter uma certa densidade de
quantidade de movimento bem definida.

A ideia de que o eter deveria conter momentum foi
exposta pela primeira vez por J.J. Thomson (Recent researches,cap.
1), que atribu1 ao campo eletromagnetlco uma densidade de momen-
tum que, no vacuo, € proporcional ao vetor de Poynting, e que, em
geral, & igual a:

1 +
g = p o D x B.

Helmholtz (1894), pelo mesmo tipo de raciocinio,su
gere que o éter se move nos campos eletromagnéticos, e que a velo
cidade desse movimento deveria ser muito grande, ja que o eter pa
recia ter uma densidade muitoc pequena (se a sua densidade fosse
grande, seria observado um retardamento dos corpos astronomicos).

Poucos anos depois, Henderson e Henry (1897} procu
raram observar a influéncia desse possivel movimento do éter atra
ves da mesma técnica que havia sido utilizada por Lodge (1893
1897) na tentativa de observagao do arrastamento da luz por um so
lido em rotagao. Nao foi observado resultado algum, sendo a sensi
bilidade da experlen01a capaz de detectar uma variagao de wveloci
dade da luz de ate 11,5 m/s (4 x 10~ ). Essas experiencias foram
depois repetidas por Barnett (1910}, que também nao detectou efei
to algum, embora pudesse notar efeitos de uma velocidade do eter
de até 18 cm/s (6 x 10 0).

Essas experiéncias negativas poderiam ter levado a
teoria eletromagnetica a uma crise, mas isto nao aconteceu. Foram
ignoradas, exceto por Ritz (1908), que indica os trabalhos de
Lodge (1893, 1897) e de Henderson e Henry (1897) como evidéncias
da inexisténcia do éter e da invalidade de toda a teoria de
Maxwell.

A introdugao da quantidade de movimento associada
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ao éter, por Thomson, permitia a conservagéo da quantidade de mo-
vimento de um sistema matéria + campo eletromagnéticojse o  eter
nao se movesse ele nao poderia ter momentum, e a lei da conserva
gao do momentum seria violada. Isso de fato ocorreu na teoria de
Lorentz, em sua forma preliminar (LORENTZ, 1895).

Dese jando conservar o principio da conservacgao do
momentum em interagoes eletromagnéticas, Poincare (1900), em um
importante trabalho, onde retomou a sugestao de Thomson, estabele
ceu gue a densidade do momentum seria sempre igual ao vetor de
Poynting dividido por e’: g = S/c . A partir dai, Poincare suge
re que a toda energia eletromagnetica esteja associada uma massa,
sendo a densidade dessa massa eletromagnética igual a  densidade
de energia dividida por ¢*: ¢ = e/c’.

Poincare também introduz a concepgao de um momentum
angular associado a campos eletromagnéticos onde o] vetor de
Poynting formasse circuitos fechados. Poincaré atribui, além dis
$0, uma quantidade de movimento p = E/c a toda radiagao eletromag
nética dirigida, explicando assim, de outra forma, a pressao pro
duzida pela radiagao.

Neste trabalho de P01ncare encontra-se a relagao en
tre massa e energia aplicada apenas a luz. Seria p0551vel a par
tir desse resultado e utilizando o prlnclplo da relatividade (que
Poincaré jé havia proposto), provar que m = E/c? wvale tambem para
particulas (IVES, 1952; ver tambem LEWIS, 1908).

E importante enfatizar que, aqui, 0 conceito de mas
sa utilizado & o de "massa maupertuisiana" (LANGEVIN 1913), dada
pela razao entre o momentum e a velocidade: m JpIKIv

Outro passo importante e dado por Hasenohrl, que rea
liza, em 1904, um estudo sobre a dinamica de uma cavidade cheia
de Padlaqac (HASENOHRL 1904) Ele parte de um trabalho de Abraham
(1902) que estudara a pressac exercida pela radiagao sobre super
ficies em movimento. Abraham havia calculado o aumento de pressao
da luz quando a superficie se move contra o movimente do feixe de
radiagdo (ou seja, quando a superficie se aproxima da fonte), as-
sim como para casos obliquos.

Utilizando esses resultados, Hasenghrl estabelece
que, quando uma cavidade cheia de radiagac ¢ acelerada, a pressao
de radiacao diminui na sua parte frontal e aumenta na parte de
trds. Ou seja: a radiagio exercera uma forga resultante para tras,
sobre o corpo que a contém, quando esse corpo ¢ acelerado. Portan
to, é mais dificil acelerar um corpo oco com radiagéo do que sem
radiagéc. Tudo se passa como se sua massa, com radiacao, fosse
maior.

" -
Hasenohrl mostra tambem que a energia total da ra-
diagao na cavidade dependeré da velocidade do corpo; e que, para
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aumentar essa velocidade, € preciso fornecer certo trabalho extra
que se acumula na propria radiagac. Ele calcula a massa associada
a radiacao de uma cavidade, supondo-a isotrépica. 0 resultado (a
menos de um erro de integracao, depois corrigido por Abraham) e:

4 E
"3
Nesse trabalho, Hasenghrl afirma explicitamente que
a massa de um corpo depende de sua energia e da temperatura do

sistema. ;

Pouco depois, Abraham escreve uma carta a Hasenohrl
(1905), apontando um erro de integraqéo e mostrando que os mesmos
resultados podiam ser obtidos, de forma mais simples, calculando-
-se o momentum total da radiagac e dividinde pela velocidade do
sistema.

Note-se que aqui aparece o fator 4/3 na relagao mas
sa-energia. Mais adiante veremos que isso nao € um erro.

E neste ponto da historia gue surge Einstein. Em
1305, ele publica seus primeiros trabalhos sobre a teoria da rela
tividade. No primeiro (EINSTEIN, 1905a), nao ha mengao a relagao
massa-energia. Em outro artigo (EINSTEIN, 1905b), é deduzido um
caso particular da relacao E = me’, a partir do qual e proposta a
sua generalizagéo; costuma-se indicar que o argumento de Einstein
é incorreto, pois ele ja pressupOe implicitamente o que queria
provar (IVES, 1952). No ano seguinte, Einstein apresenta nova de
dugao da relagac &4m = AE/c?, mostrando que um corpo que emite ou
recebe radiagao muda de massa (EINSTEIN, 1906).

0 préximo passo fundamental é dado por Max Planck -
que poucas vezes ¢ reconhecido como um dos mais importantes res
ponséveis pelo desenvolvimento da teoria da relatividade (ver
GOLDBERG, 1976). Em 1907, ele publica um importantissimo artigo
(PLANCK, 1907) que foi o primeiro estudo da dinamica relativisti
ca que nao fazia uso de resultados provenientes da eletrodinamica
(até aqui, a dinamica relativistica era dependente do eletromagne
tismo). Planck parte do principio de agdo minima e, a partir de
argumentos muito gerais, obtém a mecanica e a termodinamica rela

tivisticas. Um resultado deste artigo e essencial para nos: ele
prova que a relagao E = me® nao ¢ geral: so vale para sistemas
sem dimensdes (pontos materiais) ou para sistemas extensos sem
tensoes. Para um sistema extenso submetido a uma pressao isotropi
ca, vale a relagao de Planck: m = H/c?, onde H & a entalpia do

sistema (H = E + PV). Esta lei de Planck foi questionada na déca
da de 1960', porem e aceita pela grande maioria dos autores. E de
duzida a partir de consideragaes de momentum; por isso, trata-se
novamente da "massa maupertuisiana" do sistema.
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Observe-se que, aplicando-se a lei de Planck ao ca-
so de um gas de fotons (radiagdo eletromagnetica isotropica), tem-
-8¢ que a pressao e igual a:

P =

e portanto obtém-se: 4
H=E + PV = 3 E

m=—2:——

que é o mesmo resultado ja obtido antes por Hasenohrl.

Ha no entanto um aspecto novo, que poede ser tirado
da teoria de Planck e que Hasenfhrl nao havia considerado. Ac se
calcular a massa do recipiente que contem o gas de fotons, € pre
ciso levar em conta que ele esta submetido a uma pressac negativa
(distens5o) pela radiagéo em seu interior. Isso, pela prépria re
lagao de Planck, produz uma variagaoc da massa do recipiente,igual
a:

smt - B __LE
c 3 e’
o que, somado a massa da prépria radiacao, leva ac resultado:
m' =m + Am' = E/c?.

Apos o trabalho de Planck, o ultimo passo fundamen
tal fei dado por Max von Laue, que estabeleceu os fundamentos da
dinamica relativistica de sistemas nao isotropicos (os quais
Planck nao estudou). Von Laue estabelece o tensor de densidade de
momentum-energia-tensao e utiliza como base de toda sua dinamica
a relagao entre densidade de momentum e fluxo de energia proposta
por J.J. Thomson: g = a/c’, generalizando-a para todas as formas
de energia (VON LAUE, 1911, 1912). A relagaoc de Einstein(E = mc?)
torna-se, também aqui, apenas um caso especial, gue nao vale sem
pre. Em particular, no caso de um sistema com tensoces obliquas em
relagéo ao seu movimento, o conceito de massa jé nao pode ser a-
plicado, pois o momentum nao e paralelo a velocidade (ou seja:
nao ha um escalar que, multiplicado pela velocidade, dé o mcmen
tum do sistema).

A exposicao mais geral, clara e conceitualmente cor
reta sobre a relaqﬁo massa-energia foi publicada, pouco depois,
por Lorentz (1912; Lectures, vol. 3, cap. 12). Infelizmente, a
maior parte dos livros-texto ignora esses trabalhos e seus resul
tados: tratam a relagao de Einstein (E = mc’) como se fosse total
mente geral.

3- Historico da relacao massa-velocidade
Voltemos agora um pouco atras no tempo, a fim de es
tudar o desenvolvimento das ideias a respeito da dependencia en-
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tre massa de particulas e sua velocidade. Novamente, o principio
se encontra em estudos pertencentes ao eletromagnetismo.

Em 1881 J.J. Thomson e, logo depois, Fitzgerald,
procuraram deduzir os campos elétrico e magnético associados a
uma carga eletrica em mcvimento retilineo uniforme no  vacuo
(THOMSON, 1881; FITZGERALD, 1881).

0 resultado obtidc por J.J. Thomson e por Fitzgerald
era valido apenas para velocidades muito menores do que a da luz.
Eles supunham que o campo eletrico E = e/r’ naoc era alterado pe
lo movimento da carga e calculavam o campo magneético gerado uti
lizando H = E x v, onde v ¢ a velocidade da carga:

e
H= —-—v send.
er

Se o campo elétrico nao era alterado, sua energia
também nao mudava; mas o campo magnéticc gerado pelo movimento
da carga estava associada a uma densidade de energia que crescia,
ocbviamente, com o quadrado da velocidade da carga. Integrando-se
sobre todo o campo essa densidade de energia magnetica, obtem-se

ezvz
= 3ac?

Esta energla magnetlca devida ao movimento de uma
carga eletrica era analoga a energia cinética, em dois sentidos:
(i) como vimos, Maxwell, Thomson e outros acreditavam que o cam
po magnetico estava essencialmente associado a movimentos do eter
e a energia magnética seria portanto energia cinetica do eter;
(ii) a energia magnética de uma particula aumentava, como a ener

gia cinetica comum, com 0 quadrado de sua velocidade. Escreven
do-se
1.2 €. ,
Wiz = ile= w—
2(3 ac)
pocdia-se interpretar a expressao entre parenteses m' = 2e? /3ac?

COmMC uma massa eletromagnética, que deveria ser adicionada a mas
sa ordinaria m de uma particula carregada, para se calcular sua
erergia cinética total EC: ,
1 2 e 2

Ee =2 M+ 337

Note-se que essa massa adicional corresponde a 4/3
da energia eletrostatica dividida por c?

Essa massa adicional podia ser denominada, mais
propriamente, "massa cinética" ou "capacidade de energia cinétg
ca" eletromagnética, adotando-se a nomenclatura de Poincare e de
Langevin (LANGEVIN, 1913).

Inicialmente, nao se investigou se ao campo eletro
magnetico da carga também estaria associado um momentum eletro-
magnetico, nem se, no caso de ele existir, o coeficiente de me
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mentum seria o mesmo da energia cinética eletromagnética.

Em 1889, Heaviside obteve as equagoes exatas, atra
vés de um elegante uso do calculo de operadores (HEAVISIDE,1889).
No entanto, como esta técnica matematica nao era censiderada to
talmente confiavel na época, J.J. Thomson deduziu novamente e
confirmou os resultados de Heaviside por um método mais trabalho
SO, porém incontestavel (THOMSON, 1889, 1891). Verificou-se que
o campo életrico de uma carga pontual em mcvimento era ainda ra
dial, mas de modulo

a(l - v*/c*)
P (1 - v’se?28)3/2
c
enquanto o campo magnetico era constituido pcr circulos em torno
da diregao do movimento da carga, e com modulo:

evsens v? visen®s, -3/2
H = CPZ (l—cz)(l- cz )*

Heaviside (Eletromagnetic theory, I, § 164, p. 269)
mostrou gque o campo externo de uma esfera uniformemente carrega-
da de raio a é& igual ac campo de uma linha eletrizada, de densi
dade de carga constante, e comprimento: 2aV/c. 0 campo de uma
carga pontual, por outro lado, era igual ao de um elipséide de
revolucao cujo eixo, na diregido do movimento, tivesse um compri
mento menor do que o dos eixos transversais, na razao de

1-v®/¢” : 1, como foi mostrado por Searle (1896). Ele deu a es
te elipsoide o nome de "elipsbéide de Heaviside.

Em seu artigo, Searle apresenta o calculo exato da

energia associada aos campos de um "elipsoide de Heaviside", ve
rificando que a energia adicicnal nao era proporcional a v', Pa
ra altas velocidades:
2 2
e’ ¢ [= cC + v
= = lo -1
2R (v & c - v )

& massa eletromagnética adicional devia, portanto, depender da
velocidade da particula.

O calculo exato da energia do campo eletromagnéti
co de uma carga em movimento retilineo uniforme mostrava que eg
Sa energia tendia a um valor infinito, quando a velocidade da
carga se aproximava da velocidade da luz. Por isto, Thomson e
Searle afirmaram que seria impossivel acelerar-se uma carga elé
trica a uma velocidade superior a ¢ (SEARLE, 1897). O Gnico au-
tor que discordou desta conclusio foi Heaviside. Em 1898, ele
mostrou que haveria dois modos de €s3capar a essa conclusdoe
(Eletromagnetic theory, vol. 2, app. G, p. 533). Um deles seria
considerar um par de cargas de sinais opostos, em movimento con
Jjunto; nesse taso, a energia podia permanecer finita, mesmo com
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v = ¢. Qutra solugﬁo seria levar em conta que a energia de uma
carga elétrica com velocidade igual a da luz so ¢ infinita se o
movimento & uniforme; mas se ela foi bruscamente acelerada, em
um intervalo de tempo At, apenas © campo eletromagnético dentro
de um raio R = ¢ At em torno da carga sofrera alteragoes, e a e-
nergia eletromagnética sera finita, pois a densidade de energia
e finita. Quatro.anos mais tarde, Heaviside mostrou que se uma
carga eletrica fosse bruscamente acelerada a uma velocidade supe
rior a ¢, ela emitiria radiacdo, e por este processo a sua velo
cidade seria reduzida a um valor v < ¢ (Eletromagnetic theory,
vol. 3, § 498, 500 e 511 - p. 120, 125 e 165).

0 resultado de que uma parte da massa observavel
na matéria pederia ser de natureza eletromagnética levou Larmor
(1895) a propor que toda a matéria seria constituida apenas por
cargas eletricas, sendo Eggg a inercia de origem eletromagnetlca.

Em 1897, J.J. Thomson realiza as primeiras experi-
éncias de deflexBo de elétrons (raios catodicos) em campos elé
tricos e magnétlcos A partir deles, obtem valores para a razao
entre a carga e a massa dos eletrons (e/m) ano seguinte,
Lénard realiza medidas semelhantes, porem utllizando Padlagao de
alta energia quando comparadas aos raios catodicos (LENARD 1898).
Observa uma aparente redugao de e/m com a velocidade, porem as
medidas nao eram conclusivas.

Pouco depois, Wien escreve um influente trabalho
(WIEN, 1901) em que propunha que o eletromagnetismo deveria  se
tornar a base de toda a mecanica. Utilizando os calculos de
Heaviside e Searle, deduziu em segunda aproximagao a variagao da
massa de uma carga com a velocidade: \

ldWw ~2 e 12 v
=Y av ” 3FRSE A 10 CZJ'
Wien afirmou que as medidas de Lenard haviam mostrado essa varia
gao (o que era um exagero).

Note-se que, em todos os experimentos realizados,
a massa era medida pela deflexao dos elétrons e nao por sua ace
leracao.

A massa eletromagnética associada a uma carga, cal
culada a partir da energia do campo, permite calcular o traba-
lho - e, portanto, a forga - para aumentar ou diminuir a veloci
dade da carga; mas nao permite avaliar a forga que deve ser apli
cada para mudar a diregao do movimento da carga, sem alterar o
modulo de sua velocidade, pois neste caso a energia permanece
constante, Neste caso o calculo da forga s0 pode ser efetuado a
partir de consideragEes de quantidade de movimento; e por isto,
a introdugao do momentum associado ao campo era essencial para
se calcular o desvio de elétrons em um campo magnetico, por exem
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plo. Na verdade, portanto, os calculos de Heaviside e Searle nao
tinham relagac direta com as medidas de Thomson e Lénard.

0 primeiro calculo do momentum de uma carga em movi
mento fol realizado por Lorentz (1901), utilizando uma aproxima-
gao valida a baixas velocidades (ver GOLDBERG, 1969). O resultado
obtido foi: 3
2y e

= v

3a ’
e se interpretarmos o coeficiente de v como a massa inercial('"mas
sa maupertuisiana", segundo Poincare - ver LANGEVIN, 1913), vemos
que o resultado coincide com a massa cinética anteriormente calcu
lada.

P =

Nessa mesma época, foram realizadas as primeiras ex
periéncias de Kaufmann (1901; ver CUSHING, 198l1), que exibiam uma
variagao da massa aparente de elétrons muito rapidos com a veloci
dade.

Os resultados obtides por Kaufmann sao dados na ta
bela abaixo:

v B=v/c Obs. Calc.
(lOGm/s} m/e m/e
283 0,945 1,59 1,91
272 0,807 1530 1,29

259 0,864 1,025 0,99
248 0,827 0,855 0,86
236 0,787 0,765 0,77

A Ultima coluna indica o valor tedrico calculado,
utilizando-se os calculos de Searle e Wien - que, na verdade, naoc
5¢ aplicam a esse experimento. A conclusao de Kaufmenn foi de que
a concordancia era boa e de que talvez toda a massa do eléatron
fosse puramente eletromagnética.

A teoria de Lorentz jé nao se aplicava a este caso;
mas, utilizando a relagao de Poincare entre fluxo de energia e mo
mentum, Abraham (1902, 1903) calculou de forma exata a massa mau
pertuisiana de uma carga em movimento (ver GCLDBERG, 1970) . Abraham
supas gue a carga tem forma esferica invariével, e adotou duas al
ternativas: (i) uma carga elétrica distribuida homogeneamente por
todo o volume da esfera; e (ii) uma carga eletrica superficial.No
primeiroc caso, a energia eletrostatica de repouso é:

3 e?

W =
e Besdts
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e a energia magnética:

3 € 1+8° 1+8
Wm =% & L = )QD(I:E} -1}
2 2 w 2
S N N
"5 act 2 T3¢ 2
e o momento magnetico e:
3 e 1,,1+8° 1+8
R B{( e )Rn(l_ﬂ) -1}
¥ . 4 Ve
=25 - G
No caso de uma carga superficial, temos:
e 3a '
3,2 ¢ l+8 1+8
p = 4(3 a—} = {{(—— “(TTE) -1}8c
A partir do momentum, como ja vimos, é pcssivel de
finir a massa maupertuisiana m = |[p|/|¥]. No entanto, Abraham pre
feriu definir a massa a partir da relagEO F = ma, ou seja:

m = F/a = (dp/dt)(dv/dt) = dp/dv. Pode-se chamar esse conceito de
"massa acelerativa". Conforme se considerasse uma aceleragao lon
gitudinal ou transversal ac movimento inicial, os resultados obti
dos eram diferentes. Dai se originou a distingao classica entre
"massa longitudinal" e "massa transversal". No caso transversal,
obtém-se dp/dv = p/v.

Os resultados cbtidos por Abraham foram, no caso da
cerga esferica distribuida:

2e’ 2, 9 .4

massa transversal: m, = 3Rc2{l+5f3 + 358 + ue.)
, 2e’ 6 9 4

massa longitudinal: m = 3Rc2(1+g52 + ;B + )i

No ano seguinte, Kaufmann realiza novas medidas de
e/m e as ccmpara com a férmula da massa transversal de Abraham,
ccneluindo que ha uma boa concordancia (KAUFMANN, 1903). Mas ou-
tros fisicos nao ficaram satlsfeitos ccm o modelo do eléetron r1g1
do de Abraham. Bucherer propos um modelo em que o elétron se con
traia pelo movimento, porém seu volume permanecia ccnstante, pois
ele se dilatava para os lados (BUCHERER, 1904). Obteve para as
massa longitudinal e transversal:

2e? 0.4
m = —SRS*’(l + 8%+ —lgs b w ilis
2e’ 1 2 4
e =ni £
m = 3ch(l 2B 96 For amred)

Por fim, em 1904, Lorentz desenvolve os calculos e-
xatos para um elétron que se contraia pelo movimento, que nioc se
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dilate lateralmente e que sé tenha carga superficial (LORENTZ,
1904). Obtém:

oe? se= 30 2e’ 15 4
il = —-B = += e s
. 3Re? 7(1 ) 3ReE (143 28+ g F
2e? S o 2e? L, 3.4
L R e = = a3 .
mt aﬁcg( [ 3R02(1+ B +88 e

No primeirc artigo de Einstein, em 1905, sao deduzi
das as expressoes:

m (1 ~Ba)-3/2 :
o

=1

m'te
L

m = m (1 -8%)

No caso leongitudinal, Einstein obtinha portanto o]
mesmo resultado de Lorentz. No caso transversal, os resultados
eram diferentes e, aliis, a equagdo de Einstein era imcompativel
com as medidas conhecidas. Em 1906, Planck corrige a dedugdo de
Einstein, que passa a concordar com a de Lorentz (ver MILLER,
Albert Finstein's special theory of relativity).

Note-se que, em todo esse desenvolvimento, houve
certa ccnfusfo sobre ccmo definir a massa e sobre a relagio dos
vérios tipos de massa com a experiéncia. Agora, no entanto, as

coisas estavam claras e foram desenvolvidos testes das vArias teo
rias. Inicialmente, as medidas de Kaufmann (1905) concordaram mui
to bem com as equagles de Abrahar e mostraram menor concordincia
cem as de Bucherer e Lorentz. Planck, que preferia a teoria de
Lorentz, submeteu os resultados de Kaufmann a uma cuidadosa anall
Se mas acabou por concordar com ele. Poincaré (1906) e Lorentz
(Theory of electrons) se curvaram diante desse resultado e decla
raram que a teoria de Abraham era a preferivel. Einstein (1907),
pelc contrario, negou-se a aceitar o teste experimental como deci
sivo.

S6 em 1914 e 1915 foram realizadas experiéncias mais
eéxatas ca medida de e/m em funcac da velocidade { NEUMAN, 1914
GUYE & LAVANCHY, 1915) Essas experiéncias foram favoraveis a teo
ria de Lorentz {e a de Einstein, que levava as mesmas equagoes).

4- Relagao entre massa e energia potencial

Apos todo esse longo histérico, pcdemos chegar, en
fim, ac nossc problema central: quando uma carga eletrica se move
em um campo eletromagnético externo, sua massa depende de sua e-
nergia potencial? Ou, de modo mais geral: qual a relagao entre
massa e energia potencial?

Nenhum dos trabalhos citados até agora havia exami
nade essa questao. Em todos eles, calculava-se a massa de um ele
tron supondo que sé existia o campo gerado pelo pr0prlo eletron
(ABRAHAM, 1902). Supunha-se, no entanto, que os resultados obti-
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dos eram aplicaveis as experiéncias de deflexao, nas quais, evi-
dentemente, existiam campos externos acs elétrons.

Posteriormente, alguns autores falam rapidamente so
bre a questao. Max von Laue (Das Relativitaetsprinzip, p. 149-50)
afirma que naoc se pode incluir a energia potencial na relagao
E = mec®. Tolman, pouco depois (TOLMAN, 1914), afirma o Contrério;
nenhum dos deis justifica sua opiniao. '

O primeiro autor a discutir mais seriamente a ques
tao parece ter sido Wilson (1922). Ele supSe que uma certa fragéo
f da energia potencial de interagao elétron-nuicleo caminha ccm ©
elétron e que outra fracao (1-f) fica presa ao nucleo, imovel.
SupSe gue essa fragﬁo gue Se mcve com o elétron ccntribui para
sua mzssa. Levando essa suposigao em conta, Wilson aperfeigoa a
teoria de Sommerfield do atomo de hidrogénio e mostra que, supon
dc-se que f = 1/10, obtém uma concordancia perfeita entre teoria
e experiéncia. No entanto, nao ha Justificativa teorica para esse
valor de f.

Para que nao haja perigo de confusao, e importante
distinguir entre a massa de um sistema e o de uma de suas partes.
Em um sistema como um atomo, a energia potencial elétron-nucleo
influencia a massa do ccnjunto; mas e a massa de cada uma das par
tes? Essa € a questao complicada.

Em sua tese de 1925, Louis de Broglie discute tam-
bém o problema (BROGLIE, 1925, p. 69-70). Porem, nac o resolve
teoricamente, afirmando apenas que ele pode ser resolvido por ex
periéncias espectroscépicas {uma idéia semelhante a de Wilson).

Vamos dar um salto de 40 anos, deixando de lado ou
tros autores. Em 1964, Léon Brillouin se dedica a questéo e tenta
resolvé-la teoricamente. Considera duas cargas eletricas em inte
ragao, com raios e cargas diferentes. Calcula a densidade de ener
gia em torno de cada uma das cargas interagentes e conclui que e-
xatamente a metade da energia potencial do sistema esta associada
a cada carga. Utilizando a relacac de Einstein, calcula entao
uma massa correspondente a essa energia potencial (BRILLOUIN,1964,
1965).

Logo apb6s os trabalhos de Brillouin, surgem varios
outros. Palaciocs (1968) defende a idéia de que a energia poten-
cial influi na massa; porém, admite que as fragoes da energia po
tencial que estao associadas a cada carga sao inversamente propor
cionais as suas massas iniciais {resultado a que tambem chega de
Broglie, em 1972). Arzelies, pelo contrario, chega a conclusio de
que a energia potencial nido influi na massa das particulas em in
teragﬁo, afirmando que, se influisse, isso seria otservavel no es
tudo dc espectro do atomo de hidrogénio (ARZELIES, Relativistic
point dynamics, § 156, p. 220).
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Outros autores também discutiram o problema, sem
resolveé-lo. Todos utilizam argumentos teoricos vagos e bsseados
em analogias. Por isso, nao se chegou a um acordo scbre o proble
ma.

Tendo conhecimento dessa situacdo e estimulado,
em grande parte, pela preccupagao do prof. Cesar Lattes com a
questao, ccloquei-me, quatro anos atrés, essa pergunta: sera pos
sivel resolver o problema de modo definitivo?

Vamos analisar o prohlema todos os autores par-
tem da relagao de Einstein (E = me?) e se debatem tentando desco
brlr ccmo aplica la ao problema. Ora, a relagao de Einstein,como
Ja foi dito, nao & uma relagao geral e nao ha razao teorica ne-
nhuma para supor que ela se aplique as partes de um sistema ele
tromagneético extenso em interacgao.

E preciso, levando em ccnta a ligao historica, de
terminar, em primeiro lugar, qual tipo de massa esta em discus-
sao. Como o problema € comumente colocado em termos da dinamica
de um elétron dc atomo, é claro que a massa relevante ¢ a massa
maupertuisiana (m = p/v). Muito bem. E como calcular essa massa,
nesse caso?

Mais uma vez, a resposta vem do passado: basta,em
principio utilizar as antigas tecnicas eletrodinamicas (pré-rg
1at1v1sticas) de Thomson, Searle, Lorentz, Abraham, etc.. 0 mo-
mentum associado a carga em mcvimento pode ser obtido pela inte
gragao, em todo o] espaqo, da densidade de mecmentum do campo ele
tromagnetico (g S/c ); alem disso, deve-se levar em conta efe1
tos de tensao que possam surgir no sistema, utilizando entao as
relagoes de Planck e von Laue.

Isso traga um: camlnho claro para resclver a ques
tao, sem o uso da relagao E = mc?

Este é o problema e este é o método de resolvé-lo.
O problema é, atualmente, o tema de tese de Silvia Petean, do
Instituto de Fisica "Gleb Wataghin" da UNICAMP. Embora a tese
ndc tenha sidc ainda ccncluida, um caso particular Jja foi anali
sado: o de uma carga elétrica em movimento dentro (ou fora) de
um capacitor. Esse caso particular permite mostrar que a energia
potencial ndo influi na massa da particula.

Infelizmente, embora a idéia seja simples, os cél
culos sido bastante ccmplicados e n3o é possivel mcstra-los neste
artigo, que ja estéd suficientemente longc. Terei que pedir aos
leitores gque acreditem que a solugfo existe e ja foi desenvolvi
da.

5- Conclusio
0 objetivo central deste artigo era mostrar o va
lor do conhecimento da Histéria da Ciéncia para a pratica c1enti

Cad. Cat. Ens. Fis., Florianépolis, E(Nﬁmero Especial): 56-80, jun. 1989, 73



fica. Nc caso aqui discutido, a pesquisa histérica permitiu loca
lizar um problema cientifico antigo, importante e ndo resolvido;

e o préprio ccnhecimento histérice permitiu encontrar o método
(classico) para resolvé-lo conclusivamente. Note-se que, sem fa-

zer uma anilise histérica semelhante, fisicos do porte de Brillouin,
Arzelies e de Broglie ficaram divagando, sendo incapazes de resol
ver o problema teorico.

Suponho que este exemplo mostra que o conhecimento
da Histdria da Ciéncia pode auxiliar a pesquisa cientifica atual;
e que o desconhecimento da Historia da Ciéncia (ou sua nao utili
zacao) pode prejudicar a ccmpreensao conceltual da ciéncia.

0 exemplo aqui citado nao ¢ o unico. Ha outros pro
blemas importantes em aberto, na mesma area, que admitem aborda-
gem semelhante: sera geral a relagao de Thomson entre fluxo de
energia e densidade de momentum? Sera o tensor de momentum-ener
gia sempre simetrico, necessarlamente7

Uma ultima observagaO' o conhecimento historlco ne
cessario para localizar ou manipular esses problemas nao e elemen
tar e nao pode ser obtido a partir da mera leitura de livros de
Historia da Ciéncia. 0 estudo historico util para a pesquisa e
detalhado, profundo, baseadc na leitura de enorme quantidade de
trabalhos originais sobre um certo assunto. Ou seja: o conhecimeg
to da Historia da Fisica pode auxlllar a pesquisa, porem nao se
trata de um "atalho" ou de uma magica: o caminho preparatorio é
érduo, infelizmente. Ou felizmente, para quem gosta de ler traba

lhes antigoes.
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