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GAUSS E A ORIGEM DA GEOMETRIA DIFERENCIAL
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Resumo

A obra Disquisitiones generales circa superficies curvas, de Carl Friedrich Gauss
{1777-1855) apresentada a Sociedade Real de Gottingen em 1827 pode ser caracterizada
como uma das principais na histéria da geometria diferencial durante o século 19. Neste
rabalho apresentamos o desenvolvimento da teoria de Gauss para o estudo de uma
superficie curva e a introdugdo de ferramentas que serviram como base para a geometria
diferencial ndo-euclidiana.

Introdugio

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) possui trabalhos em varias areas, envolvendo
astronomia, matematica, fisica, etc. No periodo de 1818 a 1825, realiza uma série
medidas de campo para o rei de Hannover, que visavam a formagido de uma rede de
tridngulos para obter a curvatura da Terra. Este fato aumenta seu interesse pelo estudo
das geodésicas que vinha desde 1813, com um trabalho sobre teoria de potencial e, com
0 estudo do mapeamento da superficie terrestre sobre uma esfera € um plano, em 1816
(Gilliespie, p.298).

Com o fim das medidas de campo, Gauss dedica-se aos célculos e analise dos
resultados e, em outubro de 1827, apresenta a Sociedade Real de Géttingen, o trabalho
Disquisitiones generales circa superficies curvas, que se torna seu principal trabalho
sobre geometria diferencial. Nele, Gauss trata da curvatura de uma superficie curva de
modo diferente do que era conhecido desde Euler. Além de relaciond-la com a drea
projetada sobre uma esfera auxiliar, Gauss encontra equagdes para a curvatura que
dependem das coordenadas intrinsecas & superficie, o que permite definir seu Teorema
Egregium, e construir uma linguagem em geometria diferencial que servird como base
para o desenvolvimento de uma geometria ndo-euclidiana por Riemann (1857).

O objetivo deste trabalho é mostrar em detalhes o desenvolvimento da tecria
sobre superficies curvas de Gauss contida em Disquisitiones generales circa supersicies
curvas, destacando sua contribuigdo para a geometria diferencial durante o século 19 ¢
os pontos que influenciaram Riemann e Beltrami em suas pesquisas de uma geometria
ndo-euclidiana. Para isso baseamos o trabalho no artigo original de Gauss, publicade em
latim em 1827; numa versdo traduzida para o inglés por Hiltebeitel ¢ Morehead em
1965, e numa versdo traduzida para o francés em 1852.

177



' de Hisioria da Matematica

(il

A natureza da superficie curva

Gauss inicia 0 trabalho definindo uma esfera auxiliar para o estudo de uma
superficie curva qualquer. A esfera auxiliar é uma esfera de rtaio igual a um, sem
unidade dimensional. A “diregao” [localizagdo no espago] de qualquer ponto de
superficie curva estd associada com o ponto correspondente sobre a esfera.
Consideremos uma superficie qualquer: ¢ possivel tragar um plano tangente em cada
ponto da superficie e, sobre este ponto, uma normal ao plano tangente. A normal, ou ¢
que poderiamos associar a um vetor normal, possui um raio correspondente (paralelo)
na esfera auxiliar. Do mesmo modo, o plano tangente pode ser associado a um circulo
maximo. Como sobre a superficie curva as normais em diferentes pontos podem ter a
mesma diregdo, os raios correspondentes podem ser sobrepor. Do mesmo modo, uma
figura sobre a superficie curva tem varios raios associados na esfera auxiliar e desse
modo forma uma figura também sobre a esfera auxiliar (Gauss, secdes 1 e 2).

Definida a esfera auxiliar, é possivel estudar a natureza da superficie curva
atraves da normal ao plano tangente em determinados pontos da superficie curva.
utilizando para isso as coordenadas nesta ultima e suas projegdes na esfera auxiliar. Para
este fim, Gauss adota trés métodos (segdes 4 e 5). O primeiro método consiste em
definir uma fungdo que descreve a superficie como W = f(x,y,z) =0, onde x, ¥, z sdo
as coordenadas do ponto onde é tragada a normal. O segundo método assume um
sistema de coordenadas p, g sobre a superficie curva sendo que x=x(p,q);:
y=y(p,q); z=z(p.q), onde x, y, z sdo as coordenadas cartesianas do ponto sobre a

superficie. O terceiro método assume que a terceira coordenada ¢ fungdo das outras duas
no primeiro método, ou seja, z = z(x, y) .
Utilizando consideragdes de proporcionalidade Gauss determina a relagio entre

as coordenadas na esfera auxiliar e as derivadas das coordenadas na superficie curva.
Para os trés métodos anteriores temos, respectivamente:

/Y:.—-—a—.—j.-_.—.__ = Q = R

VP 0%+ R VPP +0 + R [P 1t 4 R?
_bc'=cb y = fazac ab'-ba
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onde: \/(bc'—(:b')2 +(ca'~—ac')2 +(ab-a'bY =A
e

Y= 14 ¥y = u sz"”_l___
Vitr? 442 Vi+e2 44 Vi+£ +u?

A curvatura da superficie

A correspondéncia entre a figura sobre a superficie curva e a figura sobre a2
estera auxiliar permite estabelecer o conceito de medida de curvatura e determinar esta
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-onstante em fungdo das coordenadas da superficie curva através dos métodos
zzteriores. Diferente do conceito dado por Euler (1767), em que a curvatura dependia
Z0s raios maximo e minimo, Gauss associa a curvatura a razdo entre as 4reas da figura
sobre a esfera auxiliar e sobre a superficie curva. Sendo a esfera auxiliar sem unidade

iimensional, a curvatura ¢ dada por m™. A medida de curvatura cotresponde 2
-urvatura em cada ponto da superficie e, integrada, fornece a curvatura para toda a
superficie curva. Dependendo do sentido adotado para a normal como positivo, a
medida de curvatura pode ser positiva ou negativa, o que deve ser levado em
~onsideragdo na integragdo, para determinar a curvatura final. Com isso, alguns pontos
s¢ sobrepdem ¢ outros se anulam na integragdo total (GAUSS, se¢des 6a 11) .
Considerando inicialmente um tridngulo sobre a superficie curva, a relagdo
“nire as areas nesta superficie e na esfera auxiliar, a medida de curvatura, é dada por:

_ XY - dYSY
dxdy —dydc

nde o numerador corresponde a 4rea do tridngulo projetada sobre a esfera auxiliar e o

denominador corresponde & 4rea nas coordenadas cartesianas sobre a superficie curva.
Usando os métodos anteriores que descrevem a natureza da superficie curva, a

medida de curvatura pode ser escrita em fungdo das coordenadas da prépria superficie,

“icando, para os trés métodos:

i método:

PO R [k=P(OR-P*)+ G(PR-G°}+ R (PO-R* |+ 2ORQ'R-P )

~2PRP'R-Q O+ 2PP' O-R R')
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U

O resultado obtido para o segundo método tem a vantagem de trabalhar com
quaisquer coordenadas p, ¢ sobre a superficie curva e pode ser desenvolvido usando
uma notagdo que envolve as derivadas das coordenadas na propria superficie curva,
{icando:

4(59#}1(:;{?@_0_2?599{%” QG G IR OFF oF oG

¥ oy Yo P gdg dpa
AEIG _EIF (3E FE _FF ¥C
_____ %“ - EE _,9F 00
PP 2apaq+[aqT dec- (aqz zapaq+ap2)

Os coeficientes £, F, G dependem apenas de p, ¢ e das derivadas dessas
coordenadas em relagdo & projegdo sobre a esfera auxiliar. Com isso & possivel “varrer”
toda a superficie curva. Como a curvatura ¢ a integragdo da medida de curvatura, fica
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2ossivel obté-la apenas com as coordenadas sobre a propria superficie cur:
urilizamos a relagdo para um elemento de linha como: ds® =dx’+dy*+d7’ e substiz:~
os coeficientes E, F, G, encontramos, para o elemento de linha nas coorde-:-.
intrinsecas da superficie a expressio:

ds’ =Edp’+2Fdpdq+Gdg’

Se a distdncia entre todos os pares de pontos néo se altera quando a super=: : -
desenvolvida sobre outra, entendendo-se desenvolvimento como se pudéss=
“cobrit” uma superficie com outra, entio os coeficientes do elemento de -
permanecem inalterados, o que leva Gauss a seu Teorema Egregium:

“Se uma superficie é desenvolvida sobre qualquer outra superr .
medida de curvatura em cada ponto permanece inalterada” (G-
secdo 12).

Uma superficie que pode ser desenvolvida sobre um plano, como um cczz:
um cilindro, possui curvatura igual a zero. Uma superficie que pode ser desenvc. .o,
sobre outra sem alterar a diregdo da normal possui curvatura positiva.

As expressdes encontradas para a curvatura e elemento de linha nio depez:z
das coordenadas cartesianas x, y, z , apenas das coordenadas P, q, sobre a super=: -
curva.

A soma dos dngulos do tridngulo

O passo seguinte no trabalho de Gauss ¢é a aplicacdo deste resultado pa:
tridngulo geodésico. Apds uma série de demonstragdes sobre propriedades das 1--:
mais curtas (Gauss, segBes 14 a 16), ele associa aos coeficientes E, F, Gumsignifi:::
geométrico no sistema de coordenadas p, g, considerando-se o crescimento de cada -~ -
das coordenadas separadamente, € mantendo-se a outra constante. Considerando q-s
sistema p, ¢ € formado por linhas mais curtas (geodésicas) e usando as propriecz-
definidas antes para estas, é possivel transformar as coordenadas para coordenz::
polares, em fungdo dos coeficientes E, F, G, obtendo a seguinte equagdo para a me: -.
de curvatura (Gauss, segdes 17 a 20):

2
:—-—I—?—ni e d9=—%ﬂdq sendo /G =m
/4

Calculada a integral da medida de curvatura para um tridingulo formado i
linhas mais curtas (geodésicas), Gauss encontra a relagdo entre o excesso ou déficit =
180° da soma dos angulos do tridngulo € a 4rea deste projetada sobre a esfera auxilia-

“O excesso sobre 180° da soma dos dngulos de um trigngulo forn:.
por linhas mais curtas sobre uma superficie céncava-céncava, c-.
déficit de 180° da soma dos dngulos de um triéngulo formado -.
linhas mais curtas sobre uma esfera céncava-convexa, é medido il
area da parte da esfera a qual corresponde, através das diregdes .-
normais aquele tridngulo, se a supetficie total da esfera é tom.-.
igual a 720 graus.”
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O resultado pode ser generalizado para qualquer poligono de » ‘22>z z:=
ser subdividido em tridngulos. A relagdio entre a soma dos angulos = z
conhecida para um tridingulo esférico (Legendre, p. 426). O resultadc 3z Fzis
zeneraliza para um tridngulo sobre qualquer superficie curva (Gauss, segdes 21z =~

A expansio em série dos trés angulos do tridngulo, considerando as mes=:zs
coordenadas polares, permite generalizar o resultado para um tridngulo qualquer e obzzr
a relagfio entre os &ngulos ¢ a 4rea , dada por:

A*:A*?%— 13313‘* 6t +c-2a)
B*:B-?‘;;- 18ng (a* +c*~2p?)
C*= C——-—sgz + ISZR" (a2 +b? —2c2)

onde © ¢ area do tridngulo; A*, B*, C* sdo os 4ngulos do tridngulo retilineo; A, B, C
sdo os 4ngulos do tridngulo sobre a superficie curva e g, b, ¢ s3o as séries em torno de
um ponto, nas coordenadas p, g. Negligenciando os termos de quarta ordem, Gauss
aplica ao caso dos tridngulos entre as cidades de Hohehagen, Brocken e Inselberg :

“Entdo para os dngulos 4, B, C sobre uma superficie ndo-esférica,
devem ser aplicadas redugées desiguais, tal que os senos dos angulos
alterados se tornem proporcionais aos lados opostos. A desigualdade,
geralmente falando, serd de terceira ordem,; mas se a superficie difere
pouco de uma esfera, a desigualdade serd de ordem mais alta. Mesmo
nos maiores tridngulos sobre a superficie da terra, cujos dngulos sdo
possiveis de se medir, a diferenca sempre pode ser considerada como
insensivel. Entdo, por exemplo, no maior dos tridngulos que pudemos
medir nos anos recentes, ou seja, aquele entre os pontos Hohehagen,
Brocken, Inselberg, onde v excesso da soma dos dngulos foi
14785348, o calculo deu as seguintes redugées a serem aplicadas aos

dngulos:

Hohehagen. .. ....... P -4795113
Brocken................... ~4795104

Inselberg. ................ —4795131”. (Gauss, se¢io 28)

A medi¢do feita por Gauss fornece uma diferenca na casa dos segundos de
arco, o que ¢ incompativel com a precisdo permitida pelos aparelhos utilizados na época
(Breitenberger, 1984), Para o caso das medidas de tridngulos, Gauss havia criado um
aparelho que realizava a medida da distdncia através da reflexfio da luz por dois
espelhos perpendiculares entre si, o qual sofria influéncia da temperatura e do terreno, o
que tornava tamanha precisdio nas medidas impossivel de ser obtida.
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Conclusio

Segundo alguns autores o resultado obtido por Gauss esta relacionado ao seu
interesse por geometria ndo-cuclidiana. No entanto, o trabalho é todo ele desenvolvido
em um espacgo euclidiano, utilizando propriedades da trigonometria esférica, conhecida
desde os tempos das navegagdes, e que tém como referéncia a geometria de Euclides. A
introdugdo da esfera auxiliar para estudar a superficie curva permite utilizar as
propriedades da trigonometria esférica para obter um resultado genérico para qualquer
superficie cutva.

O uso de coordenadas intrinsecas para descrever a natureza da superficie e
assim determinar a expressio para o elemento de linha ¢ da curvatura foram
introduzidas por Gauss e serviram de base para o desenvolvimento da geometria num
espago ndo-euclidiano de Riemann (1854) e Beltrami (1868).
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