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Resumo

A presente dissertacao introduz as idéias bésicas para o surgimento da teoria da
relatividade geral e sua posterior aplicacao na construcao de modelos cosmologi-
cos relativisticos. Desta forma é apresentado um estudo historico detalhado do
desenvolvimento das cosmologias relativisticas no periodo compreendido entre
1917 e 1930, comecando com o proprio Albert Einstein que, em 1917, propos o
primeiro modelo desta natureza, e encerrando a anélise com Sir Arthur Eddington
em 1930, cujo modelo, “Lemaitre-Eddington”, engloba os avancgos da época.

A partir do modelo de Lemaitre-Eddington estudamos o papel fundamental
que Eddington atribui a constante cosmoldgica, é neste item que suas concepgoes
epistemoldgicas ficam mais evidenciadas, embora elas estejam presentes desde
seus primeiros trabalhos. Discutimos também sua argumentacao para calcular
as constantes da natureza por métodos puramente teoricos. Acompanhamos o
desenvolvimento do formalismo matricial que Eddington apresenta para escrever
a equacao de Dirac para o elétron e, a partir desta nova notacao, descrevemos
os argumentos utilizados por Eddington para encontrar o valor da constante de
estrutura fina, a razao entre a massa do préton e do elétron, a razao entre a forca
elétrica e a forca gravitacional entre um proéton e um elétron, a razao entre um
comprimento de tipo atomico e o raio de curvatura natural do espaco. Enfim,
este estudo analisa as fases do trabalho cientifico de Eddington estabelecendo

uma ponte entre seu trabalho cosmologico e seu trabalho epistemologico.



Abstract

The present dissertation introduce the basic ideas of the beginning of the general
theory of relativity and its later application on the construction of relativistic
cosmological models. So we present here a detailed historical study of the de-
velopment of the relativistic cosmologies in the period between 1917 and 1930,
starting with Albert Einstein who, in 1917, proposed the first model of this
kind, and finishing the analysis with Sir Arthur Eddington in 1930, whose model,
“Lemaitre-Eddington”, incorporate the progresses of that time.

From the model of “Lemaitre-Eddington” we study the basic rule Eddington
gives to the cosmological constant. It is in this topic his epistemological concepts
become more evident, even though it is present since his first works. We also
discuss Eddington’s argumentation to calculate the constants of the nature by
pure theoretical methods. We follow the development of the matrix formalism
that Eddington presents to write the Dirac equation for the electron and from
this new notation we describe the logic used by Eddington to find the value of
fine structure constant, the rate between the proton and electron mass, the rate
between the electrical and gravitational force between a proton and an electron,
the rate between an atomic length and the natural spacial curvature radius. So,
this essay analyzes the different periods of Eddington’s scientific work establishing

one bridge between his cosmological work and his epistemological work.
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Capitulo 1

Introducao

Esta dissertacao tém dois propoésitos centrais: o primiero é o esclarecimento
historico de alguns aspectos das cosmologias relativisticas em torno de 1930,
centralizando-se principalmente no trabalho do astréonomo inglés Arthur Stanley
Eddington. E o segundo é o de estabelecer uma ponte entre o trabalho cos-

mologico e o trabalho epistemoldgico de Eddington.

Logo apos a criagdo da relatividade geral (1915), essa teoria foi aplicada a
construcao de modelos cosmologicos. O primeiro modelo proposto pelo préprio
Albert Einstein foi de um universo estatico homogéneo finito, com curvatura
positiva. Para tornar possivel tal tipo de modelo, Einstein introduziu em 1917
uma modificagdo nas teorias de campo - o “termo cosmologico”, em que aparecia
uma constante que, com o sinal e valor adequados, estabelecia um equilibrio e
impedia o colapso gravitacional do universo. Nao havia razao para supor que o
universo pudesse nao ser estatico, por isso o modelo de Einstein parecia a melhor

descricao possivel para as propriedades médias do universo.

Logo em seguida (1917), Willem de Sitter propos um segundo modelo cos-
mologico: homogéno, infinito, com densidade nula. Particulas de prova colocadas
nesse universo teriam um movimento devido a uma “repulsao césmica”, afastando-
se umas das outras de modo acelerado. Inicialmente o modelo de De Sitter foi
considerado uma mera curiosidade teorica, trazendo problemas conceituais para a
propria teoria da relatividade geral, pois mostrava que essa teoria nao satisfazia o
principio de Mach. Durante a década de 1920 o estudo astronomico das distancias
e velocidades de galaxias acabou por levar a uma visao de um universo dinamico,
em expansao, com a proposta da “lei de Hubble” em 1929. Paralelamente aos
estudos astrondomicos e sem conhecimento dos mesmos, alguns fisicos teoricos

desenvolveram - como meros exercicios matematicos - a analise de modelos rela-



tivisticos nao-estaticos, que mostravam a possibilidade de diversos universos em
contracao e em expansao. Os primeiros estudos desse tipo foram realizados pelo
fisico russo Alexander Friedmann em 1922 e 1924, mas tiveram pouca reper-
cussdo. Pouco depois (1927), sem conhecimento do trabalho de Friedmann, o
belga Georges Lemaitre também desenvolveu modelos dinamicos do universo, e
Henry Robertson, em 1928-1929, também independentemente, publicou anélise
muito semelhante. No final da década de 1920 percebeu-se que seria viavel utilizar
os modelos de universo em expansao para explicar as medidas astronomicas. A
partir de 1928 houve um réapido desenvolvimento de estudos a respeito de modelos
relativisticos dinamicos do universo, embora houvesse caréncia de dados obser-
vacionais necessarios para escolher entre as varias possibilidades teoricas, o que
levava a muitos debates. Nesse periodo, os autores dos principais trabalhos re-
lativisticos foram Lemaitre, Robertson, De Sitter, Einstein, Tolman, Eddington,
McCrea e McVittie (estudantes de Eddington) .

Antes de 1935 ja estavam disponiveis todos os modelos que serviram poste-
riormente & criacao da teoria do “big bang” por Georg Gamow.

Este é o periodo historico analisado na presente dissertagao.

1.1 Sir Arthur Eddington

O principal autor estudado na presente dissertacao é Arthur Stanley Eddington
(1882-1944). A carreira cientifica de Eddington foi quase totalmente associada
a astronomia. Passou a maior parte de sua vida em Cambridge, onde realizou
grande parte de sua formagao académica. Trabalhou como astronomo assistente
no Royal Observatory de Greenwich, de 1906 a 1913, retornando depois a Cam-
bridge, onde sucedeu a George Darwin na cadeira de professor de “astronomia e
filosofia experimental”. Foi diretor do Observatorio Astronomico da universidade
de 1914 até sua morte.

Arthur Eddington tornou-se famoso por varias de suas contribuicoes:

1. Estudos observacionais pioneiros sobre movimentos estelares na galaxia, que
levaram a considera-lo como um dos “pais” da astronomia estelar dinamica,

juntamente com J. C. Kapteyn.

Essas pesquisas foram iniciadas em 1906, levando a publicacao de muitos
artigos e depois, em 1914, do livto Movimentos estelares e a estrutura do
universo que se tornou uma obra de referéncia sobre o assunto durante dé-

cadas. Esta obra apresentava, pela primeira vez, boas evidéncias a respeito



da estrutura e rotacao da Via Lactea e de que as “nebulosas espirais” eram

semelhantes a nossa galaxia.

. Estudos de astrofisica tedrica, sobre a constituicdo interna de estrelas,
levando aos primeiros modelos estelares de estrelas estaveis e pulsantes que

levaram a previsoes confirmadas pelas observagoes.

Eddington iniciou essa linha de trabalho em 1916, com investigacoes a res-
peito dos processos de transmissao de energia no interior das estrelas. Ele
introduziu as hipoteses de que as estrelas eram gasosas em todos os seus
niveis e que a energia podia ser transmitida no seu interior sob forma de
radiagdo (antes dele, pensava-se que havia apenas convec¢ao ), chegando ao
estabelecimento da primeira lei que correlacionava a massa a luminosidade
das estrelas. Estudou também a estrutura das anas brancas. Uma parte
de suas contribuicoes foi incorporada depois ao livro A constituicao interna
das estrelas publicado em 1926, que é considerado um dos “classicos” da

astrofisica.

. Divulgacao e defesa da teoria da relatividade na Inglaterra e realizagao do
famoso teste da relatividade geral medindo a deflexao da luz das estrelas

durante um eclipse solar (1919).

Eddington comecou a se interessar pela teoria da relatividade em 1917, ou
seja, durante a primeira guerra mundial. Nessa época, tanto por motivos
cientificos quanto por motivos politicos, havia uma grande rejeicao aos tra-
balhos de Einstein na Inglaterra. Eddington publicou o primeiro relato em
inglés sobre a teoria da relatividade geral, em 1918, e depois organizou a
expedicio astronomica a ilha de Principe, na Africa, para medidas da de-
flexdo da luz das estrelas durante um eclipse solar (1919). Os resultados
confirmaram as previsoes da relatividade geral e foram o principal fator que
levou a rapida aceitacao geral dessa teoria, nos anos seguintes. Depois disso,
Eddington publicou dois livros que ajudaram muito a difundir a teoria da
relatividade nos paises de lingua inglesa: Espaco, tempo e gravita¢ao publi-
cado em 1920, era uma descri¢ao simplificada, nao matemaética, da teoria; e
A teoria matemdtica da relatividade publicado em 1923, era um tratamento
técnico da teoria, que foi utilizado como obra de consulta durante muitos

anos.

. Desenvolvimento de modelos cosmologicos relativisticos, particularmente o

“modelo de Lemaitre-Eddington”.



Em 1930 Eddington utilizou as andlises matemaéticas de Lemaitre para pro-
por um modelo de universo que se iniciava com uma situagao de equilibrio
semelhante ao modelo de Einstein, seguido por uma condensacao da matéria
(formacao de galaxias) que rompia esse equilibrio, ocorrendo entao uma ex-
pansao ilimitada, tendendo no limite a um universo de De Sitter. Publicou
diversos artigos sobre o assunto e o livro O universo erpandindo-se em
1933.

Estudos sobre filosofia e fundamentos da fisica, oriundos de sua pesquisa

cientifica, que tiveram grande influéncia na época.

Eddington supunha que uma grande parte do contetdo das teorias cienti-
ficas era aprioristica e que por isso a propria andlise do processo de inter-
pretacao subjacente as teorias fisicas permitiria estabelecer muitos resulta-
dos cientificos, sem necessidade de observacoes e experimentos. As idéias
filosoficas de Eddington aparecem de passagem em varios de seus trabalhos
cientificos. Além disso, ele publicou diversos artigos sobre o assunto e tam-
bém os livros A natureza do mundo fisico em 1928 e A filosofia da ciéncia
fisica em 1939.

Pesquisas sobre as constantes fundamentais da fisica, tentando explicar
numeros adimensionais como a constante de estrutura fina e a razao en-
tre a massa do elétron e a do proton, buscando também uma associacao

entre essas constantes e parametros cosmologicos.

Eddington acreditava que seria possivel calcular matematicamente, sem
uso de dados observacionais, todos os niimeros puros que aparecem nas
teorias fisicas. H& uma certa semelhanca entre a visao de Eddington e a
teoria cosmologica desenvolvida por Paul Dirac, envolvendo os chamados
“grandes nimeros” adimensionais. No entanto, Eddington ia mais longe do
que Dirac, na tentativa de deduzir todos esses ntimeros a partir de consi-
deracoes matematicas fundamentais. Essa linha de pesquisa iniciou-se em
1928.

Tentativa de unificar a teoria da relatividade a mecanica quantica.

Essa tentativa de Eddington tem relacao com as tentativas de obtencgao das
constantes fundamentais da fisica. Durante a fase final de sua vida Edding-
ton dedicou-se principalmente ao desenvolvimento dessa proposta de unifi-

cagao entre relatividade e mecanica quantica, inspirada parcialmente pelo



sucesso da teoria quantica do elétron de Dirac. Desenvolveu uma abor-
dagem estatistica da relatividade, publicando muitos artigos e um livro
(The combination of relativity theory and quantum theory, 1943) de enorme
complexidade matematica e conceitual. Deixou, ao morrer, um vasto mate-
rial manuscrito que foi editado por seu amigo Edmund Whittaker (A4 teoria
fundamental, 1946).

As propostas de Eddington relativas aos itens (6) e (7) acima nao foram
aceitas e acabaram sendo esquecidas. Isso nao impede, no entanto, que
possuam grande interesse historico, principalmente por partirem de um

pesquisador que mostrou enorme capacidade em outras areas da fisica.

Eddington exerceu uma enorme influéncia no desenvolvimento do pensamento
fisico. A influéncia chegou primeiro desde suas proprias contribuigoes a astrono-
mia e astrofisica e segundo desde suas “revelagoes” nas contribuicoes dos outros;
poderia pensar-se, como de fato MacCrea o fez, que ele freqiientemente parecia
captar o significado dos avanc¢os mais profundamente do que aqueles que os fize-
ram e explicd-los mais habilmente, mas na verdade, foi esta a razao de que seus

criticos o intitularem como um oportunista.

1.2 Aspectos que serao estudados

A dissertacao nao aborda todos os aspectos da obra de Eddington, mas apenas
suas contribuicoes a cosmologia e ao céalculo das constantes fundamentais, em
torno de 1930. Analisamos também sua contribuicao aos fundamentos da teoria
da relatividade geral, pois os dois temas estao intimamente relacionados. Seus
estudos de astrofisica nao sao abordados . A tentativa de unificacao entre teo-
ria da relatividade e mecanica quantica, por sua complexidade também nao é
estudada. Os trabalhos epistemoldgicos de Eddington sao incluidos na pesquisa,
pois houve uma intima relagao entre as peculiaridades do trabalho cosmolégico
de Eddington e suas idéias sobre a natureza e o método da ciéncia .

A pesquisa estuda o desenvolvimento da teoria cosmologica relativistica em
torno de 1930, focalizando nao apenas o trabalho de Eddington mas todas as
tendéncias existentes na época. No entanto, procuramos analisar mais detalha-

damente alguns pontos, como:

1. A natureza da constante cosmologica, e a discussao de Eddington e de
outros autores sobre a validade e necessidade de inclui-la na teoria da rela-

tividade geral.



2. As dificuldades de escolha de um modelo cosmologico relativistico em torno
de 1930, e a natureza dos argumentos utilizados por Eddington para tentar

justificar o modelo por ele favorecido na época.

3. As diferentes linhas de trabalho em cosmologia relativistica existentes em
torno de 1930, e os motivos que levaram diferentes pesquisadores a adotar

diversas abordagens e objetivos.

4. A motivacao e o método empregado por Eddington para tentar deduzir
as constantes numéricas basicas da fisica e da cosmologia por argumentos
puramente tedricos, comparando as idéias de Eddington a outros trabalhos

semelhantes da época.

5. A relagao entre as concepgoes epistemologicas de Eddington e seu trabalho

cosmologico.

1.3 Interesse

Nosso interesse em estudar as contribui¢oes de Eddington as cosmologias relativis-
ticas fundamentam-se no seguinte fato; apesar de ser um autor bem conhecido, o
trabalho cosmologico de Eddington foi muito pouco explorado pelos historiadores
da ciéncia até hoje. Pode-se afirmar isso através de um levantamento realizado
através dos volumes anuais da Current bibliography da revista Isis. Essa biblio-
grafia apresenta os trabalhos historicos publicados em cada ano, em centenas de
revistas especializadas de todo o mundo. Através de uma busca realizada uti-
lizando essa bibliografia, bem como através do uso da base de dados da History
of Science Society, foi possivel notar que o tema aqui proposto, apesar de sua

importancia, recebeu pouca atencao dos historiadores da ciéncia.



Capitulo 2

Idéias basicas da relatividade geral

2.1 Historico - A primeira teoria da gravitacao de

Einstein

Em 1907 Albert Einstein (1879-1955) comegou a investigar um modo de introduzir
referenciais acelerados e gravitacao na teoria da relatividade (LANCZOS, p. 10).
Nas suas primeiras tentativas, ele introduziu a equivaléncia entre referenciais
acelerados e campos gravitacionais uniformes e deduziu algumas conseqiiéncias,
como o desvio para o vermelho, mas nao introduziu nenhum formalismo novo.
A suposicao de que um referencial acelerado é equivalente a um campo gra-
vitacional uniforme para todos os tipos de fenomenos foi introduzida em 1907
sem receber nenhum nome especial. Em 1912 Einstein a denominou “hipotese de
equivaléncia”, e depois “principio de equivaléncia” (NORTON, 1993, p. 798).
Posteriormente, em 1911, Einstein comecou a explorar a idéia de que a ve-
locidade da luz seria uma funcao do potencial gravitacional. Nesses primeiros
calculos, o valor obtido para a deflexao era o resultado compativel com a fisica

classica (isto é, a metade do valor previsto posteriormente).

Utilizando o principio de equivaléncia e a idéia de uma velocidade da luz
variavel, relacionada ao potencial gravitacional, Einstein deduziu que a luz deveria
sofrer deflexao em um campo gravitacional e que a freqiiéncia da luz deveria sofrer
um desvio para o vermelho ao passar de um ponto de potencial mais baixo para
outro de potencial mais elevado (NORTON, 1993, p. 798).

No ano seguinte, Max Abraham publicou uma teoria da gravitacao seme-
lhante, porém matematicamente mais sofisticada, utilizando o formalismo qua-

dridimensional de Minkowski que Einstein nao havia ainda utilizado em nenhum



trabalho (EARMAN & GLYMOUR, 1978, p. 91). Em resposta a uma critica de
Einstein, Abraham esclareceu que a geometria de Minkowski devia ser entendida
como valendo apenas em uma regiao infinitesimal do espaco-tempo e que no caso
geral devia-se considerar que o coeficiente ¢ diante de dt? era uma funcao da
posicao. Dessa forma, foi Abraham quem introduziu o elemento de linha na
teoria da gravitacdo (EARMAN & GLYMOUR, 1978, p. 91).

Em um novo trabalho, publicado em 1912, Einstein adotou uma abordagem
semelhante a de Abraham. No caso da relatividade especial, Minkowski havia

introduzido o intervalo invariante que, em forma diferencial, é dado por:
ds? = 2dt? — da® — dy? — d2?

Essa formula vale para referenciais inerciais. No caso de um referencial acele-
rado, Einstein supo6s inicialmente que seria possivel utilizar uma geometria espa-
cial euclidiana, porém com uma velocidade da luz variavel, isto é, a velocidade ¢
seria uma fungao das coordenadas (NORTON, 1993, p. 800):

ds® = c*(z,y, 2)dt* — da* — dy* — dz*

Utilizando o principio de equivaléncia, Einstein concluiu que, no limite clés-
sico, o quadrado da velocidade da luz seria uma funcao linear do potencial gra-
vitacional, e que portanto a velocidade da luz poderia substituir o potencial
gravitacional, escrevendo entao uma equacao equivalente a equacao de Poisson
(EINSTEIN, 1912, p. 99):

Ac = kep

A menos de uma constante (e com a escolha adequada de unidades), o poten-
cial gravitacional corresponderia ao coeficiente ¢? do intervalo relativistico.

Nos anos de 1912 e 1913 Einstein enfatizou o principio de Mach como uma
hipotese fundamental para a teoria da gravitacao, exprimindo-o desta forma:
“Toda a inércia de um ponto material é uma influéncia de todas as massas pre-
sentes e se baseia em um tipo de interagao com eles” (NORTON, 1993, p. 799).
Essa idéia foi também chamada por Einstein de “hipotese da relatividade da

inércia”.

2.2 O surgimento da teoria tensorial da gravitagao

Em agosto de 1912 Einstein deixou Praga, lugar onde havia trabalhado durante

um ano e meio, mudando-se para Zurich, tornando-se professor da Eidgendssis-



che Technische Hochschule, onde trabalhou até a primavera de 1914, quando se
mudou para Berlim (EARMAN & GLYMOUR, 1978, p. 92).

Em Zurich, Einstein iniciou uma intensa colaboracao com o matematico Mar-
cel Grossmann (1878-1936). Grossmann chamou a atencao de Einstein para o
“calculo diferencial absoluto” de Ricci e Levi-Civita e indicou que essa ferramenta
mateméatica permitiria construir uma teoria covariante geral. Einstein comecou
entao a estudar, junto com Grossmann, a possibilidade de utilizar um formalismo
tensorial na teoria da gravitagao (LANCZOS, p. 12-13).

O primeiro trabalho publicado por Einstein onde aparece um formalismo ten-
sorial é um artigo que publicou em 1913 com a colaboracao de Marcel Grossmann
(EARMAN & GLYMOUR, 1978, p. 255). Toda a parte matematica é assinada
por Grossmann, que se baseou, por sua vez, no trabalho de Gregorio Ricci! (1853-
1915) e seu estudante Tullio Levi-Civita (1873-1941).

O trabalho de 1913 escrito por Einstein e Grossmann é comumente denomi-
nado de “Entwurf” (ou seja, “Esbo¢o”), porque seu titulo em alemao era “ Entwurf
einer verallgemeinerten Relativititstheorie und einer Theorie der Gravitation”
(EINSTEIN & GROSSMANN, 1913).

O célculo tensorial ja havia sido introduzido na relatividade especial, antes,
em duas ocasides diferentes. Hermann Minkowski (1864-1909) havia introduzido
em 1909 um formalismo tensorial do eletromagnetismo, no qual o campo elétrico
e 0 campo magnético formam parte de um tnico tensor. Max von Laue (1879-
1960), por outro lado, havia apresentado uma abordagem tensorial da mecanica
de sistemas continuos, introduzindo o tensor de momento-energia-tensao da re-
latividade. No entanto, nesses dois casos, apenas se utilizavam sistemas de refe-
réncia inerciais e eram aplicadas as transformacgoes de Lorentz para calcular as
componentes do tensor em outros referenciais.

Em 1912, quando iniciou o estudo do célculo diferencial de Ricci e Levi-Civita

com o auxilio de Grossmann, Einstein escreveu a Arnold Sommerfeld:

[...]| Ocupo-me exclusivamente com o problema da gravitagio e agora
acredito que superarei todas as dificuldades com a ajuda de um amigo
matematico daqui [Marcel Grossmann|. Mas uma coisa é certa: em
toda minha vida eu nunca trabalhei tao duramente, e adquiri um
grande respeito pela matematica, cujas partes mais sutis, em minha

inocéncia, eu considerava até agora como um luxo. Comparado com

1O sobrenome completo era Ricci-Curbastro.



este problema, a teoria original da relatividade é uma brincadeira de
criancas (Einstein, citado por GOODSTEIN, 1983, p. 247).

Em 1913, no “Entwurt”, Einstein e Grossmann propuseram uma teoria da gra-
vitagao que nao obedecia ao principio geral de covariancia - a equagao do campo
gravitacional somente mantinha a mesma forma para transformacoes lineares
de coordenadas. Nessa época, Einstein supunha que nao era possivel formular
equagoes covariantes para qualquer transformacao de coordenadas. De 1913 a
1915 Einstein e seus colaboradores publicaram muitos artigos sobre gravitacao,
apresentando variantes da teoria do “Entwurf”, deduzindo conseqiiéncias da teoria
e tentando justifica-la.

Em 1915, Einstein retomou a tentativa de criar uma teoria covariante geral da
gravitacao, abandonando a teoria do “Entwurf”. No final de 1915, Einstein con-
seguiu chegar a uma teoria que obedecia ao principio geral de covariancia, corres-
pondendo a formulagao definitiva de sua teoria da relatividade geral (NORTON,
1993, p. 802). Ele comunicou seu trabalho & Academia de Ciéncias da Prussia em
uma série de pequenas comunicagoes redigidas de forma apressada (EINSTEIN,
1915). No inicio do ano seguinte, Einstein enviou um artigo mais elaborado para
a revista Annalen der Physik (EINSTEIN, 1916). Este é o trabalho considerado
como a apresentacao “oficial” da teoria da relatividade geral e que foi traduzido
e editado muitas vezes. O artigo de 1916 serd utilizado, aqui, como uma base
geral para a apresentacao das idéias basicas da teoria da relatividade geral. Ao
longo da exposicao, serao feitos alguns comentérios utilizando tanto trabalhos

anteriores de Einstein como de outros autores.

2.3 As bases da relatividade geral, no trabalho de
1916

Os principios bésicos utilizados por Einstein, em seus varios trabalhos, para justi-
ficar a elaboragao da teoria da relatividade geral foram: o principio de equivalén-
cia entre referenciais acelerados e campos gravitacionais uniformes; o principio
da relatividade (considerado por Einstein como equivalente ao principio de cova-
ridncia geral das leis fisicas) e o principio de Mach (ou principio da relatividade
da inércia).

Einstein apresentou diferentes formulacoes para os principios bésicos de sua
teoria, em trabalhos publicados ao longo do tempo. Por isso, essas justificativas
nao sao sempre compativeis (NORTON, 1993, p. 798).
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No inicio do artigo de 1916 Einstein apresenta a justificativa basica do de-
senvolvimento da relatividade geral (EINSTEIN, 1916, pp. 141-150) enfatizando
especialmente:

1. As idéias de Ernst Mach.

2. A importancia de uma teoria que possa ser aplicada a referenciais dotados
de qualquer tipo de movimento (“principio da relatividade geral”): “As leis da
fisica devem ter uma estrutura tal que a sua validade permaneca em sistemas de
referéncia animados de qualquer movimento” (Einstein, 1916, p. 144).

3. O principio de equivaléncia entre referenciais acelerados e campos gravita-
cionais uniformes.

4. A necessidade de abandonar os métodos da relatividade especial ao tratar
referenciais acelerados.

5. O principio de covariancia geral das leis fisicas: “As leis da natureza devem
ser representadas por equacoes que tenham validade em todos os sistemas de co-
ordenadas, isto é, que sejam covariantes em relacao a toda e qualquer substituicao
(covariancia geral)” (EINSTEIN, 1916, p. 149).

Einstein comenta que “uma fisica que satisfaga a este postulado [da covariancia
geral| também satisfaz o postulado da relatividade geral, porque em todas as
substituicoes estao sempre necessariamente incluidas aquelas que correspondem
a todos os movimentos relativos dos sistemas de coordenadas (tridimensionais)”
(EINSTEIN, 1916, p. 149).

2.3.1 O principio de covariancia

O raciocinio béasico do trabalho de 1916 é este: Einstein adota inicialmente a
postura de que estd tentando generalizar a teoria da relatividade para sistemas
de referéncia com qualquer tipo de movimento (incluindo rotagao e aceleragao)
e que, pelo principio de equivaléncia, essa teoria devera ser também uma teoria
da gravitacao. Depois, ele exprime o principio da covariancia e explica que a
imposicao dessa condicao incluiria também todos os movimentos relativos entre
sistemas de coordenadas.

No entanto, como John Norton comentou, o principio da covariancia nao capta
o significado fisico de um principio da relatividade geral. A covariancia geral é
mais ampla do que o principio da relatividade exige, pois inclui transformagoes
que nao tém nada a ver com movimento relativo, como as transformacoes entre
coordenadas cartesianas e polares (NORTON, 1993, p. 804). Nao existe nenhuma

relagao entre transformagoes gerais de coordenadas (em um mesmo referencial) e
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a teoria da relatividade e, portanto, exigir a covariancia geral das leis fisicas (que
inclui qualquer transformagao de coordenadas) parece um requisito sem justifica-
tiva. Portanto, a covariancia nao seria necessdria em uma teoria da relatividade
geral.

Deve-se assinalar que, sob o ponto de vista histérico, Einstein tentou a par-
tir de 1912 obter uma teoria covariante geral, mas encontrou nos primeiros anos
barreiras que lhe pareciam definitivas. Einstein afirma em 1913, no “Entwurf”,
ser impossivel encontrar uma formulacao covariante geral para a lei da gravi-
tagdo, comentando: “[...| deve-se enfatizar que nao temos nenhuma base para as-
sumir uma covariancia geral das equagoes gravitacionais” (EINSTEIN & GROSS-
MANN, 1913, p. 160). Contentou-se por isso com transformagoes lineares (mais
gerais do que as da relatividade especial, mas mesmo assim muito limitadas),
abandonando a idéia de que as equagoes da relatividade geral deveriam satis-
fazer o principio de covariancia para uma transformacao qualquer de sistema de
referéncia.

Gustav Mie publicou em 1914 uma critica a teoria do “Entwurf”, indicando
que - entre outros defeitos - a teoria nao generalizava o principio da relatividade
para referenciais acelerados, ja que s6 admitia transformacoes lineares entre os
sistemas de coordenadas (EARMAN & GLYMOUR, 1978, p. 265). No mesmo
ano, Einstein e Grossmann conseguiram ampliar a classe de transformagoes ad-
mitidas pela teoria, incluindo sistemas de referéncia relacionados entre si por
algumas transformagbes mais amplas (mas ndo totalmente gerais) - em particu-
lar, aceleragdes (EARMAN & GLYMOUR, 1978, pp. 269-270). Em 1915, no
entanto, Einstein se convenceu de que mesmo essa ampliacao era insatisfatoria,
porque sistemas de referéncia em rotacao uniforme em relacao a sistemas inerci-
ais eram proibidos pelas condi¢oes ampliadas. Além disso, percebeu que a teoria
previa um valor erroneo para a precessao do periélio de Mercirio (EARMAN &
GLYMOUR, 1978, p. 271). Apenas no final de 1915 Einstein retornou a tentativa
antiga de elaborar uma teoria totalmente covariante para qualquer tipo de sis-
tema de coordenadas e, trabalhando com o tensor de Ricci, conseguiu finalmente
chegar as equagdes covariantes gerais de campo gravitacional (LANCZOS, pp.
13-14).

2.3.2 A introducao de uma métrica do espacgo-tempo

No artigo de 1916, apos tentar justificar o principio de covariancia, Einstein in-

troduziu uma meétrica riemanniana do espago-tempo. Utilizando o principio de

12



equivaléncia, ele indica que é possivel escolher um sistema de referéncia no qual,
para uma regido infinitamente pequena, o campo gravitacional desapareca (EINS-
TEIN, 1916, p. 151) - ou seja, um referencial em movimento inercial, naquele
ponto. Nesse referencial e nessa regiao infinitesimal o elemento de intervalo rela-

tivistico ds é dado pela formula da relatividade especial:
ds? = —dX}? — dX2? — dX3 + dX}

Se, no entanto, for adotado outro referencial qualquer, na mesma regiao in-
finitesimal, o intervalo relativistico terd outra expressao, que deverd ser obtida
substituindo-se os valores dos dX, em funcao das coordenadas dz, do novo refe-
rencial. Essas transformacoes sao lineares e, por isso, serd obtida para ds? uma
expressao do tipo:

ds? = ngda:gde

Einstein esclarece que o conjunto de grandezas g, pode ser escolhido de forma
a ser simétrico, isto €, g,, — g,, € que, portanto, ha apenas 10 grandezas inde-
pendentes, no caso mais geral. Ele indica, depois, que as grandezas g,, devem
ser consideradas como uma descricao do campo gravitacional no referencial con-
siderado (EINSTEIN, 1916, p. 153). A justificativa é a seguinte: no referencial
em que ds? obedece a formula de Minkowski, uma particula livre tem movimento
retilineo e uniforme; no outro referencial, o mesmo movimento podera ser descrito
como curvo e acelerado (dependendo de g,,). Nesse novo referencial, pelo princi-
pio de equivaléncia, esse movimento curvo e acelerado sera interpretado como
sendo devido a um campo gravitacional. Portanto, os g,, representam, nesse
novo referencial (ndo inercial) a presenca da gravidade.

E interessante assinalar que o uso da letra ¢ para representar os coeficientes
da métrica parece ter sido escolhido de forma proposital, procurando estabelecer
uma relacao entre essa grandeza e a gravitagao. Podemos notar isso comparando
os trabalhos de Einstein com trabalhos anteriores.

Sabe-se que Einstein e Grossmann se basearam nos trabalhos de Christoffel e
de Ricci e Levi-Civita sobre geometria diferencial. Consultado o trabalho original,
verifica-se que a “forma fundamental” introduzida por Ricci e Levi-Civita utilizava
a seguinte notacao (RICCI & LEVI-CIVITA, 1901, p. 133):

Y= ZS a,dx,dx,
1

Em outros pontos do mesmo artigo, ao fazer aplicacoes geométricas do método
desenvolvido, a forma fundamental é representada por ds? (RICCI & LEVI-
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CIVITA, 1901, p. 165). Portanto, os coeficientes da métrica nao sdo indicados
pela letra g e sim pela letra a.

Christoffel, antes de Ricci e Levi-Civita, havia estudado a transformacao de
uma forma diferencial quadratica que representou sob a forma (CHRISTOFFEL,
1869, p. 46):

onde o simbolo Ox; era utilizado para representar a diferencial da variavel xy.
Portanto, no trabalho de Christoffel, a letra utilizada para representar os coefi-
cientes da métrica era w e nao g.

E interessante notar que no livro que Levi-Civita escreveu posteriormente
sobre calculo tensorial (publicado em 1923) toda a parte matematica da obra
é desenvolvida utilizando a mesma representagao da métrica do artigo de 1901
(LEVI-CIVITA, The absolute differential calculus, p. 89):

n

ds? = ZS Qps AT, AT

1
Porém, ao desenvolver as aplicagoes do método na relatividade geral (LEVI-
CIVITA, The absolute differential calculus, p. 364), passa a utilizar a letra g em

vez de a para os coeficientes da métrica:

n

ds? = ZS Grsdx, dr,

1

Esse uso da letra g apareceu no primeiro trabalho em que Einstein e Gross-
mann aplicaram a geometria diferencial & teoria da gravitagao (o “Entwurf” de
1913).

Logo no inicio do “Entwurf”, Einstein introduz o intervalo minkowskiano; de-
pois introduz um novo sistema de coordenadas espaco-temporal e indica que,
utilizando essas novas coordenadas, o intervalo relativistico passa a ser represen-
tado por

ds® = Z gudz,dz,
s

Em seguida, sem nenhuma explicacao adicional, Einstein d& uma interpre-
tacao fisica para os coeficientes g,, da métrica: “Chegamos assim a conclusao de
que no caso geral o campo gravitacional € caracterizado por dez funcoes espago-
temporais [...]” que sdao as 10 componentes independentes de g,, (EINSTEIN
& GROSSMANN, 1913, p. 155). Mais especificamente, Einstein vai associar os
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9w a0 potencial gravitacional. No entanto, nada do que Einstein havia apresen-
tado antes permitia afirmar que esses coeficientes estavam relacionados ao campo
gravitacional.

Aparentemente o primeiro raciocinio utilizado por Einstein baseou-se nas suas
pesquisas anteriores, a respeito da relacao entre a velocidade da luz e o poten-
cial gravitacional. Como vimos, ao desenvolver essas idéias ele havia obtido o
resultado de que o ¢ na frente do dt?, na férmula do intervalo relativistico, era
proporcional ao potencial gravitacional. Em um caso mais geral, seria natural
pensar que os coeficientes que aparecem na frente de todos os termos do intervalo
relativistico estariam também associados de alguma forma ao potencial gravita-
cional.

Em um trabalho apresentado em setembro de 1913 e publicado no ano seguinte
(EINSTEIN, 1914) Einstein esclareceu um pouco melhor o significado das gran-

dezas g,

Segue-se da idéia esbogada acima que as dez quantidades g, carac-
terizam o campo gravitacional; elas substituem o potencial gravita-
cional escalar ¢ da teoria newtoniana da gravitacao e formam o tensor
covariante fundamental de segunda ordem do campo gravitacional.
O significado fisico fundamental dessas quantidades g,, consiste no

fato de que determinam o comportamento das réguas e dos relogios.
(EINSTEIN, 1914a, p. 194)

Apesar dessa caracterizagao do tensor g,,, como representando o potencial gra-
vitacional, na mesma péagina deste trabalho ele se refere a essas grandezas como
“as componentes g¢,, do campo gravitacional”. Apesar dessa confusao de nomes,
Einstein em geral associou os g,, com o potencial e isso guiou sua pesquisa, como

ficara claro mais adiante.

2.3.3 A ferramenta basica: calculo tensorial

Para desenvolver uma teoria covariante, Einstein e Grossmann utilizaram, a par-
tir de 1912, a ferramenta que atualmente denominamos “calculo tensorial”. No
“Entwurf”, como também em outros trabalhos posteriores, hi uma apresentacao
geral do célculo tensorial, para facilitar a compreensao por parte de outros fisicos
que, como Einstein, nao estavam familiarizados com essa ferramenta. No artigo

de 1916 em que apresentou pela primeira vez uma exposicao clara e coerente
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da sua teoria da gravitacdo (EINSTEIN, 1916), aparece também uma apresen-
tacao do calculo tensorial. Desde entao tornou-se uma tradicao apresentar essa
ferramenta matemética nas obras sobre teoria da relatividade geral.

O estudo da geometria diferencial originou-se no século XIX - primeiramente,
pelo estudo de Gauss a respeito de superficies curvas e, depois, pelo trabalho de
Bernhard Riemann (1826-1866) e seus sucessores, que generalizaram os métodos
de Gauss para qualquer nimero de dimensoes. Muitos dos métodos utilizados
nesse estudo foram desenvolvidos por Elwin Christoffel (1829-1900) e, pouco de-
pois, por Gregorio Ricci.

Em 1901 Ricci e seu estudante Tullio Levi-Civita, em um famoso trabalho
publicado na revista Mathematische Annalen, apresentaram uma versao deta-
lhada (76 paginas) do método que chamaram “calculo diferencial absoluto” e de
suas aplicagoes (RICCI & LEVI-CIVITA, 1901). Nesse trabalho, chamaram a
atencao para a relacao entre o método desenvolvido por Christoffel e o conceito
de variedade n-dimensional de Riemann, enfatizando aplicagoes geométricas e
fisicas.

No trabalho de Ricci e Levi-Civita nao aparece o nome “tensor”. Eles se
referem a “sistemas de fungoes” de n variaveis, ou simplesmente “sistemas” e es-
tudam suas propriedades de transformagao. Definem sistemas covariantes e con-
travariantes, introduzindo esses nomes pela primeira vez nesse trabalho (RICCI
& LEVI-CIVITA, 1901, pp. 130-132). Para representar esses diferentes tipos de
sistemas, eles utilizam a notacao empregada até hoje: indices inferiores para sis-
temas covariantes e indices superiores para sistemas contravariantes. A notacao
utilizada é um pouco mais complicada do que a posterior, porque em muitas ex-

pressoes os indices sao representados por letras com subscritos, como por exemplo
(RICCT & LEVI-CIVITA, 1901, p. 131):

zn: X Oxr, Ory Oy,
§182...8m $182...8m aySI ays2 ...aysm

Y;"lrg...rm =
1

No entanto, em outros pontos - como ao introduzir a derivada covariante
(RICCIT & LEVI-CIVITA, 1901, p. 138) - os autores simplificam a notacao, que

se torna semelhante & utilizada posteriormente:

0X, = rs
X,, = 7. —Eq: { }Xq

1

O nome “tensor” foi dado por Grossmann e Einstein, em 1913 (NORTON,

1993, p. 799), generalizando o nome que era utilizado em teoria da elasticidade.
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O “Entwurf” de 1913 tem duas partes. A primeira dela, assinada apenas por
Einstein, é denominada “parte fisica”; a segunda, assinada apenas por Grossmann,
¢ a “parte matematica”. Nessa segunda parte Grossmann apresenta de forma
sistematica o formalismo tensorial, baseando-se especialmente nos trabalhos de
Christoffel e de Ricci e Levi-Civita.

Grossmann utiliza no seu trabalho o nome “tensor” desde o inicio, sem explicar
a origem do nome e sem dizer que Christoffel, Ricci e Levi-Civita nao utilizam

essa denominacao.

Quadrivetores contravariantes e covariantes

Ricci e Levi-Civita introduziram em 1901 a notagao usual de indices superiores
para representar sistemas (tensores) contravariantes (T#) e indices inferiores para
representar os sistemas (tensores) covariantes (T,). Em 1913 Einstein e Gross-
mann nao utilizaram essa convencao, usando apenas indices inferiores. Por isso,
para diferenciar os diferentes tipos de tensores, eles indicavam no “Entwurf” os
tensores covariantes por letras romanas (T, G,), os tensores contravariantes por
letras gregas (O, I',) e os tensores mistos por letras goticas (¥, &,).

Em um trabalho publicado no final de 1914 (EINSTEIN, 1914b), Einstein
apresenta novamente toda a base matematica da sua teoria da gravitacao, porém
de um modo ligeiramente diferente. Ele comega a seguir a notacao de Ricci e Levi-
Civita, utilizando indices superiores para os tensores contravariantes (EINSTEIN,
1914b, p. 34); e passa a utilizar letras romanas indiferentemente para tensores
covariantes ou contravariantes.

A notagao x™ (com indice superior) para representar as coordenadas contrava-
riantes foi introduzida por Wolfgang Pauli, em 1921 (CAJORI, 1933, vol. 2, p.
140, §510).

No artigo de 1916 Einstein introduziu, pela primeira vez, a convencao de que a
presenca de dois indices iguais em um mesmo tempo de uma expressao representa
uma soma sobre esses indices (EINSTEIN, 1916, p. 157). Até o final de 1915 ele
sempre representava as somas explicitamente, com o simbolo » .

O trabalho de 1916 apresenta os instrumentos matematicos necessarios para a
construcao das equagoes de campo, cujo formalismo, como mencionado, ja tinha
sido apresentado em uma nota submetida em 1914 (EINSTEIN, 1914, p. 33-39).
A seguir vamos fazer uma descri¢gao dos mesmos (EINSTEIN, 1916, p. 155-160).

O quadrivetor contravariante por exemplo é definido como qualquer entidade

que, em relagao ao sistema de referéncia (ou de coordenadas), possa ser expressa
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por meio de quatro componentes A”, transformavel segundo a lei

!
A/(T — axa Al/
ox,
Da mesma forma, define o quadrivetor covariante como qualquer entidade
que, em relagao ao sistema de referéncia (ou de coordenadas), pode ser expressa

por meio de quatro componentes A,, transformavel segundo a lei

o oz,

= Gy
7 0zl

Observagao: os quadrivetores sao considerados como tensores de primeira

ordem.

Tensores de segunda ordem e de ordem superior

Einstein define o tensor contravariante de segunda ordem como uma entidade que,
em relacao a todo sistema de referéncia, é descrita por funcoes que obedecem a

lei de transformagcao

loT

_ Ox, 01, 0%t g
6% or,

Um exemplo de tensor contravariante de segunda ordem é A"’ expresso por
todos os produtos das componentes B* e C* de dois quadrivetores contravarian-
tes. Nao entanto, nem todo tensor A*” pode ser considerado como o produto
de dois quadrivetores B* e C" porque o produto B#C" s6 tem oito componentes
independentes e A*” pode ter 16 componentes independentes.

Por sua vez, uma entidade que em relagao a todo sistema de referéncia esteja

descrita por funcoes que obedecem a lei de transformacao

_ Oz, 0xy
- 07 Ox!

!
AO’T

¢ dita um tensor covariante de segunda ordem.
Agora, o tensor misto de segunda ordem é definido como uma entidade que
em relacao a todo sistema de referéncia pode descrever-se mediante fungoes que

obedecem a lei de transformacao

!
o Oy Oz,

T O, 07

Um tensor contravariante ou covariante de segunda ordem, ou de ordem maior,

diz-se simétrico quando sao iguais duas componentes (das suas dez componentes
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independentes) provenientes de uma outra, pela transposi¢do de dois indices

quaisquer, isto é,

AW — AVE
A =4,
Essa simetria assim definida é uma propriedade independente do sistema de
referéncia
loT — axir 3x’T B ax:r 8x’T Au,u — 8x’T ax:r A;w — A/TO’
Oz, Ox, Oz, Ox, 0z, Oz,

Por sua vez, um tensor de segunda ordem, ou de ordem maior, diz-se antis-
simétrico quando duas componentes (das suas seis componentes independentes)
provenientes uma da outra, por transposicao de dois indices quaisquer, sao de
sinais contrarios, isto é,

AR — _ AVE
An=-4,,

Um tensor de ordem zero, que tanto é contravariante como covariante, é dito

um escalar ou invariante.

Multiplicagao de tensores

Com as componentes de um tensor de ordem z e as de um outro de ordem 2z’
pode-se obter as componentes de um outro tensor de ordem z + 2, multiplicando
duas a duas todas as componentes do primeiro por todas as componentes do
segundo, isto é,
Tywe = A Bs
TaBYS _ paB gyo
T = Ags B’

A partir de qualquer tensor misto pode-se formar um tensor de ordem inferior
em duas unidades a do primeiro, igualando um indice de carater covariante a um

de carater contravariante e somando em relacao a tal indice, isto é,

R EREIE) SRE

— AP — pob
A=Af =A%

Sendo A o traco do tensor A,
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A multimplicagao interior ou mista entre tensores consiste na combinagao da
multiplicacao exterior com a contracao. Por exemplo, com o tensor covariante de
segunda ordem A, e o tensor contravariante de primeira ordem B’ forma-se, por
multiplicagdo exterior, o tensor misto Dy, = A,, B? e por contragao nos indices

v e o forma-se o quadrivetor covariante

D,=D!, =A,,B"
2.3.4 Tensor fundamental g,,

O tensor fundamental covariante. Considerando Xy, X5, X3 como as coordenadas
espaciais de um sistema de coordenadas local ao qual se atribui um estado de
aceleracao tal que fique removido todo campo gravitacional, e X, a respectiva

coordenada temporal, assumindo ¢ = 1, a expressao
ds® = —X? — dX? — dX? 4 dX}

terd, segundo a relatividade especial, um valor independente da mudanga (por
translagao e/ou rotagao) do sistema de coordenadas local. A grandeza ds é dita
ser o elemento de linha correspondente a pontos infinitamente proximos do espaco
quadridimensional.

Agora ao invés do sistema local se adota um sistema de referencial arbitrario.
Qualquer que seja a relacao entre Xy, Xy, X3, Xy e x1, vo, 23, x4, temos uma
relacao linear entre seus diferenciais e, portanto, ao elemento de linha, como acima
referido, correspondera também uma base dz;...dzr, do sistema de coordenadas
desse referencial.

Sob essas consideragoes a representacao geral do elemento de linha estara
dada pela expressao:

ds® = 9w dz,dz,
onde cada g,, obtém-se através do seguinte raciocinio®:
dr = da'.e,
|dr|* = dr.dr = (dz*.e,).(d2".e,)
= (e,.e,)dz'dx, = g, dstdz,

gl“/ = e#.ey

’Este raciocinio ndo se encontra explicito no artigo de Einstein no qual estamos baseando
nossa revisao teérica, mas nos parece conveniente introduzi-lo a maneira de clareza do texto.
Para detalhes ver MARTINS, R. Notas de aula do curso Teoria da relatividade geral.
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e, ¢ um elemento da base natural do sistema de coordenadas dado por
or
e, = a—xu
sendo r o vetor de posi¢ao no espaco.

No artigo de 1916, Einstein antes de trabalhar na descri¢ao do tensor funda-
mental, enuncia trés teoremas nos quais fundamenta seu estudo acerca de dito
tensor (EINSTEIN, 1916, p. 162-163):

[TEOREMA 1] Se A, B* for invariante para qualquer escolha do tensor B*,
entao A,, tem carater tensorial®.

[TEOREMA 2| Se B* e C sdo vetores arbitrarios e se o produto interior

A, B CY

for um escalar, entao A,, é um tensor covariante.

[TEOREMA 3| Se as grandezas A, B” formam um tensor de primeira ordem
para uma escolha arbitraria do quadrivetor B”, entao A,, ¢ um tensor de segunda
ordem.

Uma vez apresentados estes teoremas Einstein se refere ao tensor fundamental
covariante nos seguintes termos (EINSTEIN, 1916, p. 164):

Na expressao invariante do quadrado do elemento de linha ds? =
gudzr*dz”, onde dz" desempenha o papel de um vetor contravariante
de escolha arbitraria, pode-se provar* que os g,, = g,, representam
um tensor covariante simétrico de segunda ordem, com dez das suas

componentes independentes, chamado o tensor fundamental.

O tensor fundamental contravariante.

Por sua vez, Einstein se refere no artigo de 1916 ao tensor fundamental
contravariante da seguinte forma (EINSTEIN, 1916, p. 164): Se no determi-
nante formado com os elementos g,, se toma o menor correspondente a cada um
dos g, e se divide pelo determinante g dos g,, se obtém as componentes de um
novo tensor ¢g"”. A demostracao do fato que g"” é um tensor segue-se do seguinte

raciocinio: por propriedades dos determinantes

guagya = 657

3Ver demostracdo em EINSTEIN, A. Die Grundlage der allgemeinen Relativititstheorie.
Annalen der Physik 49, 785, 1916. Traducdo: EINSTEIN, A. O Principio da relatividade. [4a.

ed.]. Lisboa: Fundacao Calouste Gulbenkian, 1989, p. 162.
4*Ver TEOREMA 3
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onde

o =1 Sep=v
= 0 Sep#v

Pode-se agora, ao invés da expressao anterior, escrever ds? como
2 o
ds® = gus0, dzv,dz,,

ou ainda

dSZ = guagVTgUdeudxu

Mas, as componentes
dgtr - guadxu

formam um quadrivetor covariante, que é de escolha arbitraria (dado que o sdo

os dz,). Introduzindo-o na nossa expressao para ds? teremos
ds? = ¢°"dE,dE,.

Como ds? é um escalar para uma escolha arbitraria do vetor d&, e como ¢°"
é por defini¢ao simétrico nos indices o e 7, segue-se pelo [TEOREMA 3| que ¢°”
¢ um tensor contravariante.

Observagao: No “Entwurf” a forma contravariante do tensor fundamental g,
é representada como 7,, (EINSTEIN & GROSSMANN, 1913, p. 161).

Observagao: O simbolo utilizado por Einstein para o delta de Kronecker ¢;;,
ja havia sido introduzido pelo proprio Kronecker em 1903 (ver CAJORI, 1993,
vol. 2, p. 100).

2.3.5 Leis de transformacao de tensores covariantes,

contravariantes e mistos

Einstein completa sua revisao matematica dos tensores com as leis de transfor-
macao, que no seu trabalho de 1916 estao referidas como Construcao de novos
tensores por meio do tensor fundamental (EINSTEIN, 1916, p. 168). A lei de
transformacao de vetores contravariantes em covariantes estd dada pela seguinte
equagao

Al = g 4,

A transformacgao de tensores covariantes em contravariantes é realizada através
da seguinte equagao
_ v
Ay = guwA
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Para tensores mais gerais temos

Avéu = g A76

afl T afv

e
¥y yov
Assn = G Aag

2.3.6 Geodésica

No artigo de 1901 de Ricci e Levi-Civita, as geodésicas ja eram definidas como
curvas para as quais a variagao da integral de ds é nula (RICCI & LEVI-CIVITA,
1901, p. 153). Além de utilizar a geodésica para fins geométricos, eles também
mostram sua relacao com o movimento de particulas. Primeiro, ao aplicar o

método diferencial absoluto & mecéanica, os autores escrevem a energia cinética

sob a forma (RICCI & LEVI-CIVITA, 1901, p. 178):

n
2T = ETS s T T
1
onde z’ representa a derivada de z em relagao ao tempo, e também sob esta outra

forma, que exibe uma relacao mais direta com a forma fundamental:

n

2Tdt? = ETS Qps AT, AT
1
Note-se que a massa é considerada igual a 1, ou esta incluida nos coeficientes

da forma fundamental.
Depois, a solucao das equacoes de Lagrange é representada sob a seguinte

forma:

2 = X0 = 3 { - } 2,

onde X ¢ a forca (em forma contravariante). Na auséncia de forcas externas,
como indicam os autores, a trajetoria de uma particula é uma geodésica (RICCI
& LEVI-CIVITA, 1901, p. 179).

Esse tipo de analise era, na verdade, mais antigo ainda. C. G. J. Jacobi, em
1837, estudou o movimento de uma particula sobre uma superficie qualquer, sem
acao de forgas externas, e mostrou que as trajetérias eram geodésicas (LUTZEN,
1995, p. 20). Outros autores também associaram as geodésicas ao movimento de

particulas: Poisson, Mindling, Liouville, Joachimsthal, Tortolini e outros.
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Christoffel introduziu em 1869 aquilo que posteriormente foi denominado “sim-
bolo de Christoffel” (CHRISTOFFEL, 1869, p. 48):
gh
k

1 {8109;6 i 6whk awgh:|

2 | Oxp 0z B oz},

onde w;; representava o tensor métrico sob forma covariante; e o segundo simbolo

de Christoffel era representado por indices dentro de chaves:

()5l

onde E;;/E corresponde ao tensor métrico contravariante.

Ricci e Levi-Civita utilizaram o mesmo modo de representar os simbolos de
Christoffel, e Grossmann e Einstein os seguiram.

O uso da letra grega [ para representar os simbolos de Christoffel comecou
com Einstein e tem uma histéria bastante interessante. Em um artigo publicado
em 1914 Finstein desenvolveu pela primeira vez a equacao da geodésica em um
espaco-tempo genérico (EINSTEIN, 1914b, p. 45). Nessa equagao, o simbolo de

Christoffel de segundo tipo tem um papel essencial, determinando a aceleracao

A’z w | dz, dz,
—_ A Gy 2.1
ds? %;{ T } ds ds (2.1)

Mais adiante, no mesmo artigo, Einstein afirmou:

da particula:

“Vemos que para a acao do campo gravitacional sobre os processos materiais,
as quantidades

1 dg
I, =-> gh=" 2.2
vo 2 p g axo— ( )

sao de importancia crucial, e por esta razao noés as chamaremos de ‘componentes
do campo gravitacional” (EINSTEIN, 1914b, p. 57).

Esse simbolo I' é utilizado logo em seguida por Einstein, para simplificar
algumas formulas. No entanto, nesta época Einstein estava confuso sobre a con-
veniéncia de chamar essa expressao de campo gravitacional pois, mais adiante,

ele afirma: “De acordo com a equacdo (39), o tensor de energia tem que ser
. . . TV

considerado como um tensor contravariante e as quantidades como as
1

componentes do campo gravitacional” (EINSTEIN, 1914b, p. 59).
Note-se que, como no caso do tensor g,,, Einstein escolheu o novo simbolo I'
por um motivo bastante claro. A letra grega [' corresponde a letra romana G e

novamente lembra a palavra “gravitagao”.
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No final de 1915 Einstein apresentou uma série de comunicag¢oes nas quais
conseguiu chegar a forma definitiva da sua teoria de gravitagdo (EINSTEIN,

1915). Nesse trabalho ele indica que havia, anteriormente, escolhido a expressao
1 dg
Z Tw_IHY
2 %: g 0z,

para representar as componentes do campo gravitacional, mas que agora havia

percebido que os simbolos de Christoffel sao preferiveis a essas expressoes, e passa

e { :" } (2.3)

como sendo as componentes do campo gravitacional (EINSTEIN, 1915, p. 102;

entao a escrever:

ver também p. 118). Ele chama também a atencao do leitor para a equacao da

geodésica, que pode entao ser escrita:

d*x w | dz, dx dx, dx
T B By _ ™ prar W Gy 2.4
ds? %;{ T } ds ds %; T ds ds (24)

2.4 Construcao de tensores por meio de
diferenciacao

A derivada covariante de um tensor se baseia em propriedades estudadas por
Christoffel, mas o nome de “derivada covariante” e o estudo de suas propriedades
aparece apenas no trabalho posterior de Ricci. No trabalho de 1901 de Ricci e

Levi-Civita ja aparece a derivada covariante com a notacao adotada por Einstein
- exceto pelo uso explicito do somatorio (RICCI & LEVI-CIVITA, 1901, p. 138):

0X, ~ rs
w58 {]
A guisa de clareza, e mesmo que nao explicitamente considerado este argu-
mento no artigo de Einstein de 1916, vamos apresentar aqui a deducao de porque
a derivada de um tensor, em geral, nao é um tensor’. Consideremos um campo

tensorial A%, ou seja, um tensor que é fungao das coordenadas (posi¢ao e tempo):

A%(z,)

SMARTINS, R. Notas de aula do curso Teoria da Relatividade Geral
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Nao é possivel em geral produzir um tensor a partir de um campo tensorial
por derivacao simples, mesmo se for feita a derivada em relacao a um escalar:

dA® . AA”

= 11m
dr AT—0 AT

Nesse caso a diferenca AA® vai ser tomada em dois pontos distintos 1 e 2 do
espaco-tempo:
dA” Ay — AY
o (A5 —Ap)
dr st =0 (13— 1)
e, quando fizermos a transformacao para outro sistema de referéncia, teremos

(sendo 7 um invariante):

dA (A — A
T ATy
L 1) m-)
AT—0 AT

dz'P
ox™

tintos, podendo portanto ter valores diferentes. Por isso nao se pode, em geral,

Os coeficientes de transformagao ( ) sao calculados em dois pontos dis-

transformar essa expressao em:

!
6%

0z, LT—N %]

que daria a transformacao tensorial adequada. Portanto conclui-se que
dA  Orjy dA®
dr 0x, dr

ou seja, a derivada de um tensor nao é um tensor (em geral).

Dois dos exemplos mais utilizados na construcao da teoria da relatividade

geral sao o tensor covariante de segunda ordem A, e o tensor de terceira ordem

_0AL ol ov
T D R P

utilizado por Riemann na construcao do tensor que leva seu nome®.

Riemann utilizando somente como ponto de partida o tensor fundamental g, ,

por diferenciacdo, introduziu em [2.5] a extensdo do quadrivetor A, (EINSTEIN,

1916, p. 182-184):
0A 137
A, =—F_ A
© axy { p } P

Sonde se identificou A,, = 4,B,. E Ay # Apow-

26



e dessa forma, com uma pequena modificacdo nos nomes dos indices, apresentou

o tensor de terceira ordem

A 0*A, ) no %_ Wt %_ ot | 04,

ot 0,0x, p 0z, p | Oz, P oz,
N _i o T ao oT Qi A,

0z, p o P o p

Mas pela sua definicao, esse tensor nao é simétrico nos indices o e 7.

Agora, uma vez tendo essa expressao, Riemann construiu o tensor A,,,, —A 5,
motivado pelo fato de que nessa construcao o primeiro termo da expressao A4+,
o quarto termo e também o termo correspondente a ultima parcela do colchete,
sao cancelados” pelos termos da mesma ordem da expressio A,,,. O mesmo

acontece com a soma do segundo e terceiro termos. Portanto obtém assim:

Apor — Apre = Blyr Ay (2.6)
BPUT - _i ro +i wT — ro ar +
s 0x, p 0z, P o p
o
LT ’ (2.7)
Q P

Um fato fundamental a ser notado é que no segundo membro de [2.6] entram
apenas os A, e nao suas derivadas. Do carater tensorial de A,,, — A,;, e sendo
A, um quadrivetor de escolha arbitraria, resulta que Bf, ¢ um tensor. Dessa
forma chega-se ao que se conhece como o tensor de Riemann-Christoffel.

A importancia mateméatica desse tensor tem uma razao muito especial. Quan-
do o continuo é constituido de tal modo que existe um sistema de coordenadas
em relagdo ao qual os g, sao constantes, entao todos os B,  se reduzem a
zero. Assim, se o sistema de coordenadas original é substituido por um novo
sistema, arbitrario (por exemplo, em rotagao ou acelerado), os g,, com relacao
a este ja nao serao constantes. Mas o carater tensorial de By, arrasta consigo
a consequéncia dessas componentes continuarem sendo todas nulas no sistema
de referéncia arbitrario. O tensor de Riemann identicamente nulo é assim uma
condicao necessaria para se obter a constancia dos g,, mediante uma escolha

apropriada do sistema de referéncia.

"Isso se deve ao fato de que todos esses termos sdo simétricos em o e 7.
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Contraindo [2.7] em relagao aos indices 7 e p, obtém-se o tensor covariante de

segunda ordem

B, = Ru, + S, )

Ruuz—%{uay}+{ﬂﬁa}{yf}

_ 9%logy/—g wv dlog\/—g
Sl“/  Oz,0z - ox
nOTy o o J

~”

(2.8)

Einstein adota um sistema de coordenadas de tal forma que /—g = 1, por
isso o termo S, da [2.8] se anula, e isso reduz o tensor B, a R,,. Esse tensor
como enunciado em [2.8] é conhecido como o tensor de Ricci e desempenha um
papel fundamental na construcgao das equacoes de campo.

Observagao: A restricao imposta por Einstein sobre o determinante do tensor
métrico fundamental (v/—¢g = 1) ndo é necessaria, e foi deixada de lado poste-
riormente. Ela é incompativel até mesmo com o espaco-tempo da relatividade

especial, em coordenadas esféricas:
ds* = Fdt* — [dr® + r*(d6? + sin®0dp?)]

Na verdade, essa restricao tem origem historica. No artigo publicado por
Einstein e Grossmann em 1913, como vimos, os autores impuseram restricoes as
possiveis transformacoes de coordenadas. Em trabalhos posteriores, Einstein uti-
lizou outras restri¢oes diferentes, para conseguir obter equacoes que lhe pareciam
adequadas. Na seqiiéncia de comunicacoes apresentada no final de 1915 Einstein
impos que o jacobiano das transformacoes entre dois sistemas de coordenadas de-
veria ser igual a 1, o que conduz a invariancia de \/—¢ (EINSTEIN, 1915, p. 99).
Isso simplificou bastante muitas formulas. Mais adiante, ele investigou a possi-
bilidade de fazer /—g = 1 mas notou que uma conseqiiéncia dessa escolha seria
que o escalar T' de Von Laue (o trago T=T} do tensor T, de momento-energia-
tensdo da matéria, que é proporcional a densidade propria de energia) deveria
ser sempre nulo e, portanto, rejeitou essa possibilidade. Ao mesmo tempo, a de-
ducao que levava a esse resultado impunha uma condicao sobre as coordenadas
permitidas (EINSTEIN, 1915, p. 105).

No entanto, em um adendo ao mesmo trabalho, Einstein insistiu na possibi-
lidade de utilizar a relagdo /—¢ = 1, com a seguinte justificativa: o tensor de
momento-energia-tensao da matéria tem um traco nao nulo; mas o tensor corres-
pondente do campo eletromagnético tem um traco igual a zero. Supondo que

a matéria tenha uma constituigao eletromagnética, Einstein sugeriu que T=T}
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fosse sempre nulo (EINSTEIN, 1915, p. 108). Nesse adendo, Einstein termina
por concluir que pode (e deve) utilizar a relagdo /—g = 1 (EINSTEIN, 1915, p.
110). Por fim, na tltima comunicacao do final de 1915, Einstein simplesmente
utiliza essa restricao para simplificar as equagoes sem discutir as conseqiiéncias
fisicas dessa escolha (EINSTEIN, 1915, p. 118).

Note-se, portanto, que a justificativa apresentada para a relagdo /—¢g = 1 era
muito problemaética.

No artigo de 1916, Einstein introduziu as condi¢oes de que o Jacobiano das
transformagoes deve ser 1 e que y/—g = 1 afirmando que isso nao reduziria a gene-
ralidade da teoria, mas serviria apenas para simplificar as expressoes (EINSTEIN,

1916, p. 167). Eddington discutiu o significado dessa escolha e preferiu nao
adoté-la (EDDINGTON, The mathematical theory of relativity, pp. 109-112).

2.5 A descoberta da lei einsteiniana da gravitagao

O artigo de 1916 introduz a equacgao covariante do campo gravitacional de uma
forma muito particular e que é diferente da que se tornou mais comum depois.
Essa segunda parte do artigo tem a seguinte seqiiéncia:

e Discussao sobre o movimento geodésico de uma particula (§13).

e As equagoes do campo gravitacional em uma regiao sem matéria (§14).

e Utilizacao de uma funcao Hamiltoniana e discussao de momento e energia
no campo gravitacional, introduzindo o pseudo-tensor de energia-momento do
campo (§15).

e As equagoes do campo gravitacional na presenca de matéria (obtidas a partir
das consideracoes sobre energia) e nova discussao sobre as leis de conservagao
(§§16-18).

e Equacoes para fluidos e campo eletromagnético no campo gravitacional
(§§19-20).

e Comparacao entre o campo gravitacional newtoniano e solugoes aproxi-
madas das equagoes de campo (§21).

e Deducao de conseqiiéncias da teoria: deflexao da luz, precessao do periélio
de Mercurio (§22).

Nessa forma de apresentacao da teoria, discussoes sobre energia e sobre o
pseudo-tensor de energia-momento do campo gravitacional tém um papel funda-

mental.
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2.5.1 Equagoes do campo gravitacional no viacuo

A primeira se¢ao dessa parte do artigo (§13) nao introduz nenhum elemento novo
importante, pois a equacao da geodésia e sua interpretacao como o movimento
de um ponto material no campo gravitacional ja havia sido introduzida antes (§9
do artigo), como vimos.

A se¢ao seguinte (§14) discute como se pode determinar o tensor métrico (que
representa o campo gravitacional) em uma regiao sem matéria (vacuo). Embora o
artigo de 1916 nao deixe isso claro, Einstein estava se baseando em uma analogia
com a equacao de Laplace da teoria newtoniana da gravitacao, que estabelece

condicoes que devem ser satisfeitas pelo potencial gravitacional no vacuo:

ou, escrevendo em coordenadas cartesianas:

P 0 0y
Ap = =0
T A + dy? + dz?

Como as componentes do tensor métrico g,, sao interpretadas por Einstein
como potenciais gravitacionais, ele tinha a expectativa de que, na teoria da rela-
tividade geral, houvesse uma equagao analoga envolvendo derivadas segundas (e
primeiras) do tensor métrico (EARMAN & GLYMOUR, 1978, p. 256). Ou seja:
ele esperava que houvesse algum tensor G que fosse calculado apenas a partir do
tensor métrico, por derivagao, e que fosse nulo no vacuo.

Talvez Einstein tenha pensado primeiramente em utilizar uma generalizacao
tensorial de Ay = §2<p = 0, exigindo que a derivada covariante de segunda
ordem do tensor métrico fosse nula (EARMAN & GLYMOUR, 1978, p. 259). No
entanto, a derivada covariante do tensor métrico é idéntica a zero, para qualquer
métrica compativel com uma conexao afim do espaco-tempo, por isso tal tipo de
generalizacao nao introduzia nenhuma conseqiiéncia nova e nao podia ser uma

generalizacao de Ay = §2<p = (. Por isso, em 1913 Einstein afirmou:

O escalar Laplaciano Ay é obtido do escalar ¢ formando-se a expan-
sao [gradiente| deste e entao o operador interno [a divergéncia| deste.
Ambas operacoes podem ser generalizadas de tal modo que elas po-
dem ser realizadas em qualquer tensor de ordem arbitrariamente mais
alta, permitindo ao mesmo tempo uma substitui¢ao arbitraria das va-
ridveis basicas. Mas essas operacoes degeneram se forem aplicadas

ao tensor fundamental g,,. A partir dai segue-se que as equagoes
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buscadas serao covariantes apenas em relacao a um grupo particular
de transformacoes, grupo este que é por enquanto desconhecido para
nos. (EINSTEIN & GROSSMANN, 1913, p. 160)

No caso da teoria da relatividade especial (que é valida no vacuo e na auséncia
de campo gravitacional), Einstein sabia que o tensor métrico podia ter a forma
minkowskiana com todos os termos constantes. Nesse caso, evidentemente, qual-
quer tensor formado a partir das derivadas do tensor métrico seria nulo. Em
particular, o tensor de Riemann-Christoffel Bfj, , que é formado por uma combi-
nacao de derivadas primeiras e segundas do tensor métrico, seria nulo.

No entanto, Einstein considera que uma equagao do tipo B, = 0 nao seria
uma generalizacao adequada de Ay = 0, pois nesse caso nunca poderia existir
um campo gravitacional no vacuo. De fato, como Bf = ¢é um tensor, se todas as
suas componentes sao nulas em um referencial, elas continuarao a ser nulas em
qualquer outro referencial (ou qualquer outro tipo de coordenadas). Se o tensor
B, fosse nulo em uma regiao finita do espago-tempo, essa regiao seria “chata’,
isto ¢, equivalente ao espago-tempo de Minkowsky com todos os g,, constantes,
nessa regiao. Assim, a equagao B!, = 0 teria como conseqiiéncia que o espago-
tempo em uma regiao sem matéria seria desprovido de campo gravitacional.

Em vez de Bf, = 0, Einstein vai sugerir uma possibilidade mais fraca: a de

que a contragao do tensor de Riemann-Christoffel (isto &, o tensor de Ricci) tenha

componentes nulas no vacuo, isto ¢, G, =Bl = 0.

Isso nos leva a exigir para o campo gravitacional sem matéria que o
tensor simétrico G, proveniente do tensor Bf  deve se anular. Assim
obtemos dez equacoes para as dez quantidades g,, que sao satisfeitas

[também| no caso especial em que todos os Bf,, se anulam.

Deve-se assinalar que h& apenas um minimo de arbitrariedade na
escolha dessas equagoes. Pois além de (,, nao existe nenhum outro
tensor de segunda ordem formado a partir de g,, e de suas derivadas,
que nao contenha derivadas mais elevadas do que a segunda, e que
seja linear nessas derivadas. (EINSTEIN, 1916, pp. 186-187)

Einstein utiliza em 1916 o tensor de Ricci em uma forma simplificada, valida
apenas quando o determinante de g, é igual a 1:

[0}

ore,
GMU: 83;; +Fuﬁrga:0 (V_gzl)
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Embora Einstein tenha enfatizado que havia 10 equagoes para 10 incognitas, é
evidente que as dez equagoes G, —0 nao podem determinar os dez valores de g,,,
caso contrario nao haveria nenhuma arbitrariedade na escolha das coordenadas
utilizadas para descrever um campo gravitacional no vacuo. Na verdade, as
dez equagoes G, —0 nao sao independentes, havendo quatro identidades que as
relacionam e, por isso, ha apenas 6 equacoes independentes em G, =0 (EDDING-
TON, The mathematical theory of relativity, p. 81).

Quanto a arbitrariedade na escolha da equacao G,,—0, é importante adicionar
que o trago G do tensor GG, é um escalar que também depende das derivadas

primeiras e segundas de g, e, portanto, podemos formar um novo tensor
G,,uu = G;w + )\Gguu (29)

(onde A & um escalar), que também obedece as mesmas condi¢oes matematicas.
E possivel provar que nao existe outro tensor mais geral do que este que satisfaca
as mesmas condi¢oes (EDDINGTON, The mathematical theory of relativity, pp.
81-82).

2.5.2 A rejeicao inicial do tensor de Ricci

Quando se apresenta dessa forma a justificativa para a escolha de G, =0, ela
parece razoavel e até 6bvia. E curioso, no entanto, que Einstein havia rejeitado
essa equacgao em 1913.

Em 1912, Grossmann havia sugerido a Einstein alguns candidatos plausiveis
para o tensor a ser utilizado na equacao do campo gravitacional, incluindo-se
entre essas sugestoes o tensor de Ricci (EARMAN & GLYMOUR, 1978, p. 92).

No “Entwurf”, Grossmann chegou a apontar que a contracdo do tensor de
Riemann-Christoffel - ou seja, o tensor de Ricci, que ele representa por G,
- poderia entrar na equacao do campo gravitacional. No entanto, considerou
que esse tensor era inadequado, porque nao parece reduzir-se ao laplaciano do
potencial gravitacional para o caso de campos fracos estaticos (EINSTEIN &
GROSSMANN, 1913, p. 185; NORTON, 1993, p. 801).

Cornelius Lanczos interpreta a rejei¢ao da forma descrita a seguir (LANCZOS,
pp. 13-14). Einstein esperava, nessa época, que mesmo na presenca de um campo
gravitacional a métrica fosse aproximadamente igual & métrica de Minkowski.

Utilizando x* = ict, a métrica de Minkowski pode ser representada por

Juv = 6uu
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(ou —g,y = 0, , dependendo dos sinais da métrica). Assim, Einstein supos que

a métrica na presenca de um campo gravitacional seria semelhante a:

uv = 5uu + kfy;u/

onde k seria uma constante muito pequena. No entanto, verificou que era possivel
satisfazer a condicao de que o tensor de Ricci R, seria nulo tomando qualquer
fungao vetorial ¢, e fazendo v,, = ¢,, + ¢, Essa indeterminagao fez com
que Einstein desistisse, por dois anos, de procurar satisfazer a equacao R,, —
0 e procurasse trabalhar de outra forma a teoria da gravitagao (LANCZOS, pp.
13-14).

Assim, no artigo de 1913 Einstein e Grossmann restringiram a teoria a trans-
formagoes lineares, apenas, e procuraram um “tensor” I',, que pudesse representar
o campo gravitacional : “Portanto, exigimos que I',,, seja um tensor com respeito
a transformacoes lineares arbitrarias” (EINSTEIN & GROSSMANN, 1913, p.
161).

Einstein e Grossmann analisam primeiramente uma expressao do tipo:
9 Vv
o 2.10
>, (s (2.10)

Nessa expressao, 7,, € a expressao que representa g”.

A expressao acima seria uma generalizacao do laplaciano Agp. No entanto, os
autores consideraram que essa expressao nao era suficientemente geral e depois
de uma analise bastante longa (na qual entram consideragoes sobre conservagao
de energia), chegaram a expressao (EINSTEIN & GROSSMANN, 1913, pp. 164-
165):

_ 10 Vv OVur O
Fuu - z \/jgm (fYa,B\/ —93;’(}) - Z Vaﬁgrpa)lga 3Xg+
af afTp
1 0grp Or 1 0grp Or
+ 2 ,BZ (fyaﬁ‘fyﬂ’/ aw: 3z; o 57“’/7‘3% aw,: 3$;)
afBTp

Em 1913 Einstein, com a ajuda de Michele Besso, verificou que a teoria do
“Entwurf” nao levava ao valor correto para a precessao do periélio de Mercurio
(EARMAN & GLYMOUR, 1978, p. 118). Durante uma troca de cartas com Levi-
Civita, em 1915, Einstein teve que admitir que a equacgao basica do “Entwurf”
nao era covariante. Descobriu também que essa equagao era incompativel com
a métrica em um sistema de referéncia em rotagdo (EARMAN & GLYMOUR,
1978, p. 118; ver também JANSSEN, 1999). Havia, portanto, muitos problemas
com a teoria de 1913, mas Einstein nao sabia como substituir essa formula por

outra.
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No trabalho de 1915 Einstein supds, inicialmente, que o tensor de Ricci fosse
proporcional ao tensor de momento-energia-tensao, com uma constante de pro-

porcionalidade muito pequena:
G = =KL,

Trabalhou, no entanto, apenas com o caso do campo no vacuo (T,, = 0) e
mostrou que, em primeira aproximagao, um campo estatico com simetria esférica
devia ser equivalente ao dado pela teoria newtoniana. Depois, trabalhando com
uma segunda aproximacao, notou o aparecimento de efeitos nao-newtonianos.
As oOrbitas planetéarias deveriam ter um movimento de precessao, e a luz deveria
sofrer uma deflexao no campo gravitacional que seria o dobro do efeito que ele
proprio havia calculado alguns anos antes (LANCZOS, p. 15). Aparentemente
foi por causa de ter obtido essas importantes conseqiiéncias que Einstein adotou
o tensor de Ricci, rejeitando o “tensor” I',, do “Entwurf”.

No trabalho de 1916, Einstein se refere a precessao do periélio logo depois de
introduzir o tensor de Ricci e afirma: “Este fato, tendo em vista que as equagoes
foram estabelecidas por via puramente matematica a partir do postulado da
relatividade geral, constitui, na minha opiniao, testemunho convincente de que a
teoria é valida do ponto de vista fisico” (EINSTEIN, 1916, p. 187).

2.5.3 Equacgoes do campo gravitacional na presenca de
matéria

No artigo de 1916, depois de discutir as equagoes de campo no vacuo G, = 0,
Einstein discute as equacoes de campo na presenca de matéria. A apresentacao
que é feita nesse artigo é completamente diferente da que aparece em obras didati-
cas de relatividade geral.

Mas antes de apresentar o raciocinio de Einstein, vamos esclarecer a relagao,
atribuida por Einstein, entre o tensor fundamental e o potencial gravitacional.
Relacdo que fica evidenciada na afirmacao feita por D’Abro (D’ABRO, 1950,
p. 267-271), de que “se a gravitacdo deve ser atribuida & curvatura do espaco-
tempo, o potencial de Newton ¢ (um invariante) podera ser substituido em cada
ponto por dez valores separados g,, definidos no espago-tempo [...] Onde essas
componentes formam um tensor de segunda ordem e o potencial invariante de
Newton torna-se um dos g,,".

De fato, ao considerarmos a aceleragao de uma particula inicialmente parada,

pela lei da inércia temos um conjunto de quatro equacoes, uma para cada coor-
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denada, da forma:

oy _ g (450 (dis
dr? B\ dr dr

4DTI z — _v2)? _dt
onde o tempo proprio 7 é dado por dr = dt (1 c2> =7
Mas se a particula estiver inicialmente em repouso, teremos, para o instante

M

inicial, a expressao:
da:i
dr
onde ¢ = 1,2,3. Portanto nesse caso apenas a quarta componente da quadrive-

=0

locidade é diferente de zero:
d£U4 dt .

o)
e a lei da inércia fica:

d*z,, dz, dx,
— _TH# i Ay 2Fu
dr? 44<d7'> <d7’> Tl

a qual pode-se escrever simplesmente como

2
dx#__ 1

dt2 - 44

Agora, substituindo o simbolo de Christoffel pela sua expressao, obtemos:

noo_

F44 — guyF44,V
_ 1 _pv [ 094v 0gva _ Ogas
= 39 (3$4 + 0x4 oxy

_ 1 _uv [ 994 09va _ 0g4a
= 39 (at + o a1,

Mas se supusermos que o tensor métrico é constante no tempo, os termos do

tipo % serao nulos e o simbolo de Christoffel reduzir-se-a para:

1 094
Mt =g¢"Ty, =—g""—
44 — G Lag, 29 oz,
e portanto
2
d xu — _Fll — _lguu 894
dt? 1 27 Ox,

Pode-se considerar que % é semelhante ao gradiente de um potencial gravi-
14
tacional, que é um tensor covariante.
Agora comparando com a expressao da fisica classica,

Oy
4= Ty,
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h& uma correspondéncia

1 0Gaa _ Op
2 0x, ox;
e, portanto deve-se ter
gas = K —2¢p

(pode haver uma constante arbitraria)®
Uma vez aclarado este especto, a apresentagao didatica das equacoes de campo
pode ser feita da seguinte maneira:
Na auséncia de matéria, como vimos, a equacao do campo gravitacional pode
ser escrita como
Guw =0 (2.11)

onde G, é o tensor de Ricci. A generalizacao mais simples, para o caso com
matéria, seria:
G = —KT,, (2.12)

De fato, esta forma da equacao foi proposta por Einstein no final de 1915
(EINSTEIN, 1915, p. 109).

No entanto, a equagao G, = —kT},, nao é satisfatoria, sob o ponto de vista
tensorial. O tensor de momento-energia-tensao 7, tem divergente nulo, e o
tensor de Ricci G, nao tem divergente nulo. Assim, se fizermos o divergente dos
dois lados da equacdo G, = —kT),, chegaremos a um absurdo (LANCZOS, p.
15). Para corrigir esse problema, podemos substituir o tensor de Ricci por uma

expressao que tem divergente nulo:

1
G — §Ggwj = —kT,, (2.13)
onde GG é o trago do tensor de Ricci. Outra forma dessa equagao é:
1
G = —k(Ty — §T9W) (2.14)

Se aceitarmos as restricoes que tinham sido impostas ao lado esquerdo da
equagao do campo gravitacional, essa é a tnica equacao tensorial razoavel que
poderia ser sugerida (EDDINGTON, The mathematical theory of relativity, pp.
119-120).

No entanto, Einstein nao seguiu essa linha de raciocinio nem no artigo do
final de 1915 nem no de 1916. Ele utilizou consideragoes sobre energia, seguindo

0s seguintes passos:

8Para maiores detalhes ver MARTINS, R. Notas de aula do curso Teoria da Relatividade
Geral.
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e Utilizacao de uma funcao Hamiltoniana e discussao de momento e energia
no campo gravitacional, introduzindo o pseudo-tensor de energia-momento do
campo (§15).

e As equagbes do campo gravitacional na presenca de matéria (obtidas a partir
das consideracoes sobre energia) e nova discussao sobre as leis de conservacao
(§§16-18).

Essa forma de apresentacao é, novamente, uma heranca do “Entwurf” de 1913.

Naquele trabalho, Einstein procurou uma generalizacao da equagao de Poisson:
Ap =4rkp

Como, na teoria da relatividade especial, as propriedades mecanicas da matéria
ja nao eram mais descritas por um escalar e sim por um tensor (o tensor de
momento-energia-tensao T, introduzido por Max von Laue), Einstein esperava

que a generalizagao da equagao de Poisson fosse do tipo:
L'y = k0,

onde  seria uma constante e I',, seria um tensor de segunda ordem, obtido a
partir do tensor métrico fundamental g,, e ©,, é o tensor de momento-energia-
tensdo sob forma contravariante (EINSTEIN & GROSSMANN, 1913, p. 160).
J& vimos que, no “Entwurf”, Einstein examina e rejeita o tensor de Ricci como
candidato a I',,.

Para encontrar um tensor adequado, Einstein analisa as propriedades do ten-
sor ©,. As leis de conserva¢ao de momento e de energia da relatividade especial
podem ser expressas em forma tensorial muito simples, ©,,,=0, onde ©,,, ¢é a
derivada covariante do tensor ©,,. Desenvolvendo a derivada covariante desse

tensor, temos:

o

0 1 Gy
3 i (V=09-900w) =5 V=9 a‘i” 0, =0 (2.15)
uv 1%

Einstein guiou-se, no “Entwurf”; pela forma desta equacao, procurando obter
para I',, uma expressao que tivesse propriedades semelhantes, até chegar ao

resultado:

_ 1 o Vv MVur Oy
L = ZB\/—?g-E <%¢6\/—_9-377’;> - > Vaﬁng;T’;%;ﬂL
[

afTp
1 09rp Ovrp 1 0grp Ovrp
+ 2 ,32 (fya”fyﬁ’/ Oz, Oxg — 2w Ves O0ro Oxg
afTp
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Einstein dividiu essa expressao em duas, as quais deu nomes diferentes:

0 a”)/uu _ 8%7— af)’up
Z \/— a <7a,3\/ ) Zf)/aﬂng al‘a 8:1:5 (2.16)

afBTp

que tem uma forma semelhante a do divergente de um gradiente de v,,, e

ag., 0 1 0g., 0
-2k, = anYBv e Yo U 2.17
RY, C%—:p <’7 uVB ox T, 81‘5 2’7# Yap axa 81'/3 ( )

Portanto, o tensor I',, foi decomposto em duas partes:
Ly =Au — k9,

Note-se que o tensor I' que havia sido obtido unicamente a partir da

ng
métrica, tem agora uma parte onde aparece a constante gravitacional. No en-
tanto, essa constante gravitacional nao existe, na verdade, na expressao de I',
que foi apresentada acima. Ela foi introduzida de um modo artificial, durante a
decomposicao de I';,, em duas partes.

A idéia que parece estar por tras dessa analise de Einstein é a seguinte: ele
pensou que o proprio campo gravitacional deveria ter momento e energia, como
o campo eletromagnético. Assim, mesmo na auséncia de matéria (no vacuo),
0 espago-tempo correspondente a um campo gravitacional deveria ter momento
e energia; e o proprio momento-energia do campo gravitacional seria origem do
campo. No caso do campo eletromagnético, a densidade de energia é proporcional
ao quadrado dos campos elétrico e magnético. No caso do campo gravitacional,
COmo 0S g, (ou, em forma contravariante, ny) representam o potencial gravita-
cional, suas derivadas em relagao as coordenadas (que sdo alguma coisa parecida
com o gradiente) devem representar o campo gravitacional, por isso é razoavel es-
perar que a densidade de energia do campo gravitacional apareca sob a forma de
expressoes quadraticas das derivadas do g,,. Assim, no vacuo (quando o tensor
de momento-energia-tensao da matéria é nulo), a equac¢ao do campo gravitacional
deveria se reduzir a alguma coisa do tipo

A, = “laplaciano” de g,, = k.U,,— k. “tensor energia-momento do campo”

onde 9,6 uma expressao que pode ser interpretada como um tensor de mo-

mento-energia-tensao do campo gravitacional.

Utilizando essa anéalise, Einstein transformou a equacao

L'y = k0,
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na seguinte forma (EINSTEIN & GROSSMANN, 1913, p. 165):
Ay — k9, =0, . A =kOu + )

Um aspecto interessante dessa equacao, indicado por Einstein, era que os
divergentes dos dois lados da equacao eram iguais entre si.

Sob forma covariante, a equacao podia ser escrita (EINSTEIN & GROSS-
MANN, 1913, p. 166):

—Dyy = 6Ty + t)

onde t,, ¢ a forma covariante de 1,

Ao longo da dedugao apresentada no “Entwurt”, Einstein d&4 o nome de “tensor
contravariante de energia-tensao do campo gravitacional” & expressao ¥, (EINS-
TEIN & GROSSMANN, 1913, p. 164 e seguintes) e o trata realmente como um
tensor. No entanto, 9,, ndo é um tensor, ou seja, nao satisfaz a definicao de
tensor para transformacoes gerais de coordenadas. E um “pseudo-tensor”.

Um dos motivos que levou Einstein a restringir o tipo de sistemas coordenadas
validas em 1913 foi justamente a tentativa de formular a lei da conservacao da
energia na presenga do campo gravitacional (HOEFER, 1994, p. 299). O “tensor”
t,, de momento-energia do campo gravitacional s6 obedecia as transformacoes
tensoriais para certa classe de transformagoes de coordenadas (transformagoes
lineares) e podia ser anulado para outro tipo de transformagoes (EARMAN &
GLYMOUR, 1978, p. 263).

No primeiro semestre de 1915 Einstein e Levi-Civita iniciaram uma intensa
correspondéncia sobre alguns aspectos do célculo tensorial relevantes para o de-
senvolvimento da teoria da gravitacdo (GOODSTEIN, 1983). Um dos aspectos
da teoria de Einstein que Levi-Civita criticou foi o uso do “tensor” t,,. No en-
tanto, Einstein manteve sua convic¢ao sobre a importancia desse pseudo-tensor
até a formulagao final da sua teoria da gravitagao.

No artigo de 1916, Einstein introduz o “tensor” de tensao-energia do campo
gravitacional de uma forma diferente, impondo a condigdo /—g¢g=1 e partindo de
um principio variacional em que utiliza um hamiltoniano com a forma (EINS-
TEIN, 1916, p. 188):

_ vpa 176
H = g"T 50,
Einstein mostra, entao, que o principio variacional colocado sob a forma,

S{[Hdr} =0
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corresponde ao par de equacoes (EINSTEIN, 1916, p. 190):
ot _
0ry

oOH
dgh”
A segunda dessas equagoes define a grandeza t& e a primeira é algo parecido

0 (2.18)

—2kty = gb* —00H

com um divergente nulo, como na expressao da conservacao de energia-momento
da matéria. A expressao de t& pode ser desenvolvida sob a forma:
1
i §5gg‘“jf‘2ﬂrf)\ — "o,
Logo em seguida, Einstein comenta: “E de salientar que t& nao é um tensor,
mas que, apesar disso, a equagao (49) é valida em todos os sistemas de coorde-
nadas para os quais /—¢g=1" (EINSTEIN, 1916, p. 190).

Depois, Einstein mostra que, na auséncia de matéria, a equagao

ore, N
G = &"Ui + FWF’EQ =0 (para /—g =1) (2.19)
pode ser escrita de outra forma (EINSTEIN, 1916, p. 191):
0

1
N (ggﬁf‘fjﬁ) = —K (tz — 5(557&) (para \/—g=1)

Como essa equacao é valida para o vacuo, Einstein propoe entao generaliza-la
para um espaco com matéria, colocando do lado direito da equacao a soma dos

tensores de momento-energia-tensao da matéria e do campo gravitacional:

a a, « ag a 1 a
e (9 ﬁFuﬁ) =—K [(tu + Tu) — §5u (t+ T)] (para v/—g=1)

Por fim, Einstein mostra que essa rela¢ao pode ser expressa como (EINSTEIN,
1916, p. 193):

[0}

re, 1
&"Ui + Fuﬂrfa = —kK (Tuu — §gu,,T) (para /—g=1)

Como o lado esquerdo da equacao é a forma simplificada do tensor de Ricci
G v, essa equagao poderia ser escrita sob formas que sao mais familiares atual-
mente:

1
G = —k(Tu — 5'9”'/)

1
G — §Ggu,, = —rT),
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Estas formas, no entanto, nao aparecem no artigo de 1916.

Note-se que, na apresentacao de 1916, o pseudo-tensor ¢, de energia-momen-
to-tensao do campo gravitacional aparece no meio da deducgao e depois desaparece
no resultado final.

2.5.4 Limite de campos fracos

Depois de chegar a equacao do campo gravitacional, era necessario deduzir con-
seqiiéncias dessas equacoes e compara-las tanto a teoria gravitacional newtoniana
quanto aos fenomenos conhecidos, além de prever novos fenomenos. No artigo de
1916, Einstein faz isso nas se¢oes finais do trabalho (§§21-22). A comparagao com
a teoria newtoniana era essencial, entre outras coisas, para determinar o valor da
constante x da equacgao de Einstein.

No final de 1915 Einstein analisou o caso do campo gravitacional na auséncia
de matéria, isto é, G, = 0, e obteve o campo gravitacional aproximado, no caso
de simetria esférica. Em primeira aproximacgao, o campo é newtoniano, porém
surge um desvio da luz no campo gravitacional que é o dobro do que Einstein
havia calculado antes (EINSTEIN, 1915, p. 114). Fazendo uma aproximagao
de segunda ordem, o movimento dos planetas apresenta uma pequena diferenca
em relagao ao movimento newtoniano, e Einstein mostra que isso produz uma
precessao do periélio dos planetas que é capaz de explicar a anomalia que havia
sido observada (principalmente no caso de Merctrio) (EINSTEIN, 1915, p. 116).

As dedugoes apresentadas no artigo de 1916 sao semelhantes as do final de 1915.
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Capitulo 3

Modelos do universo

3.1 As condicoes de contorno do campo

gravitacional

Em 1917 Einstein publicou o seu primeiro trabalho sobre cosmologia, onde tentava
apresentar uma descrigdo relativistica do universo como um todo (EINSTEIN,
1917). Uma grande parte do trabalho é dedicada a descrever tentativas que nao
deram certo. Depois, Einstein apresenta uma modificacao das equagoes do campo

gravitacional e, no final do artigo, o modelo cosmologico “cilindrico”.

A motivacao do artigo, conforme a exposicao de Einstein, é estabelecer as
condigbes de contorno (ou condiges-limite) para o uso da equagdo do campo
gravitacional. Quando Einstein e, depois, Schwarzschild estudaram o campo de
um planeta ou estrela, impuseram a condicao de simetria esférica e também a
condicao de que a uma grande distancia do centro o tensor métrico tendesse aos
valores da relatividade especial. No entanto, em 1917 Einstein afirmou que essa
condigao nao era evidente (EINSTEIN, 1917, p. 225) e se preocupou em analisar
o limite do campo gravitacional quando a distancia a matéria tende a infinito.

Por que ele tinha essa preocupagao?

Em 1913 Einstein considerava que a constancia das componentes do tensor
métrico (como no caso da métrica de Minkowski) correspondiam & auséncia de
campo e sua nao-constancia a presen¢a do campo (HOEFER, 1994, p. 295). No
entanto, em 1915, em uma carta escrita a Lorentz, Einstein defendeu a idéia de
que todas as componentes do campo gravitacional se anulam no infinito (HOE-
FER, 1994, p. 303). E dificil saber se ele estava se referindo, nesse caso, as com-

ponentes do tensor métrico ou aos simbolos de Christoffel, mas provavelmente
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estava pensando no tensor métrico. Nesta época, Einstein estava fortemente in-
fluenciado pelo pensamento de Mach e acreditava que as propriedades inerciais
de um corpo eram devidas a interacao desse corpo com o resto do universo. Um
corpo distante de todos os outros (“no infinito”) nao teria propriedades inerciais.

No proprio trabalho de 1917 essa idéia esta presente, pois Einstein afirma:

Em uma teoria de relatividade, conseqiientemente, nao pode existir
inércia em relacao ao “espaco”, mas somente inércia das massas em
relacao umas as outras. Portanto, se eu colocar uma massa a uma
distancia espacial suficientemente grande de todas as outras massas
do Universo, a sua inércia devera desvanecer-se. (EINSTEIN, 1917,
p. 229)

O espago-tempo de Minkowski e a solugao de Schwarzschild (que tinha um
espaco-tempo minkowskiano como limite no infinito) mostravam a existéncia de
uma estrutura do espaco-tempo mesmo em condi¢oes sem campo gravitacional,
e isso parecia estar em conflito com o principio de Mach (HOEFER, 1994, p.
288). Einstein esperava que a inércia de um corpo tendesse a zero quando ele
estivesse muito afastado de qualquer outro corpo. Como essas propriedades i-
nerciais, na relatividade geral, sao representadas pela métrica, ele esperava que
o tensor métrico se tornasse degenerado (coeficientes iguais a zero ou infinito)
quando a distancia tendesse a infinito, em vez de tender aos valores da métrica
de Minkowski (NORTON, 1993, p. 806).

De Sitter comentou, em 1916, que uma teoria na qual a métrica tende aos
valores da relatividade restrita quando a distancia tende a infinito seria uma
teoria na qual a inércia nao é relativa. Além disso, apontou que essa métrica nao
é invariante e que portanto apenas para uma classe muito restrita de sistemas de
referéncia as condigoes de contorno podem ser estas (DE SITTER, 1916-17, pp.
181-183). Foi aparentemente motivado por esses comentarios de De Sitter que
Einstein tentou encontrar uma métrica limite que fosse invariante.

Em novembro de 1916, em uma carta escrita a De Sitter, a posicao de Einstein
se torna mais clara: ele supunha que a auséncia de campo gravitacional deveria
ter como conseqiiéncia a auséncia de inércia de uma particula no infinito (HOE-
FER, 1994, p. 307). Ele também acreditava que as condigbes de contorno, no
infinito, deveriam ser invariantes sob mudancas de coordenadas, e a métrica de
Minkowski obviamente nao obedece a essa condicao (HOEFER, 1994, pp. 309-

310). De acordo com um documento de De Sitter, Einstein estaria pensando em
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uma métrica limite do tipo:

De Sitter havia sido um dos primeiros divulgadores da teoria de Einstein
na Inglaterra, durante a época da primeira guerra mundial, com a ajuda de
Eddington (HOEFER, 1994, p. 305). Embora ele fosse favoravel, de modo geral,
a teoria da relatividade geral, ja tinha manifestado em 1916 uma desconfianca
em relagao a idéia da relatividade da inércia (NORTON, 1993, p. 814).

Em um trabalho popular escrito em 1917, Einstein escreveu: “Um campo
gravitacional puro poderia ter sido descrito em funcdo dos g;; (como funcoes
das coordenadas), por solugdo das equagbes gravitacionais. Se imaginarmos que
removemos o campo gravitacional, isto é, as fungoes g;;, nao permanece um
espaco do tipo (1) [espago-tempo de Minkowski|, mas absolutamente nada, e
também nenhum ‘espaco topolégico’. Pois as funcoes g;; descrevem nao apenas o
campo, mas a0 mesmo tempo as propriedades topologicas e a estrutura métrica da
multiplicidade” (EINSTEIN, Relativity: the special and general theory, p. 415).

Assim, Einstein nao considera o espaco-tempo de Minkowski como um espaco
sem campo, mas como um caso especial de campo no qual o potencial gravita-
cional nao depende das coordenadas. “Nao pode existir espaco nem qualquer
parte do espaco sem potenciais gravitacionais; pois estes conferem ao espago suas
propriedades métricas, sem as quais ele nao pode ser imaginado de forma nenhu-
ma’ (Einstein, apud NORTON, 1993, p. 805).

Foi dentro desse contexto conceitual que Einstein comecou a pensar sobre a

métrica nos limites do universo.

3.2 A estrutura do universo

Para podermos compreender o ponto de partida de Einstein, é necessario conhecer
aquilo que se pensava sobre a estrutura do universo, nessa época.

Do século XVII até o inicio do século XX praticamente todos os astronomos
pensavam que o universo conteria um tnico grupo de estrelas (a nossa galaxia),
que poderia se estender até distancias infinitas ou ser limitado. No entanto, no
século XVIII alguns pensadores como Thomas Wright e Immanuel Kant sugeri-

ram a possibilidade de diversos grupos de estrelas, ou “universos-ilha” (NORTH,
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The measure of the universe, p. 4). No inicio do século XX estimava-se o tamanho
de nossa galaxia em aproximadamente 100 mil anos luz. Pensava-se que as “nebu-
losas” [o nome que era dado as galaxias, na épocal estavam dentro desses limites
de distancia.

Até 1910 apenas uma minoria de astronomos acreditava na existéncia de
grandes sistemas de estrelas fora de nossa galaxia. O universo parecia, assim,
constituido por duas partes. Uma era o conjunto de estrelas que formava a
Via Lactea. A outra era um espacgo vazio, infinito, que jamais seria conhecido
(SMITH, 1990, p. 53). Além das estrelas, pensava-se que a nossa galaxia con-
tinha muitas nebulosas, de varios tipos. A maioria delas tinha uma estrutura em
espiral, que sugeria rotacao. Elas eram consideradas pela maioria dos astronomos
como sendo nuvens de matéria em rotacao com tamanho semelhante ao de nosso
sistema solar, constituindo sistemas estelares em formacao (SMITH, 1990, p. 53).
Outros acreditavam que eram pequenos grupos de estrelas.

Em torno de 1920 comecaram a se acumular evidéncias de que as nebulosas
espirais eram sistemas gigantescos, a grande distancia de nossa galdxia e tao
grandes quanto ela (NORTH, The measure of the universe, p. 13). Uma impor-
tante evidéncia foi proporcionada pela descoberta de estrelas novas e variaveis
(cefeidas) em nebulosas espirais, o que permitiu estimar sua distancia em mi-
lhoes de anos-luz.

Vesto Melvin Slipher acreditava que as nebulosas espirais eram sistemas so-
lares em formagcao e comegou a medir seus espectros com o objetivo de compreen-
der a formacao do sistema solar (SMITH, 1990, p. 54). Estudando o espectro de
Andromeda, em 1912 ele estabeleceu pela primeira vez a existéncia de um desvio
para o vermelho, indicando uma velocidade de aproximadamente 300 km/s. Em
1914 ele ja havia medido as velocidades de 15 nebulosas espirais e quase todas es-
tavam se afastando - algumas delas com velocidades de mais de 1.000 km/s. Isso
sugeria que elas nao poderiam ser grupos de estrelas presos gravitacionalmente a
nossa galaxia.

As observagoes feitas por Hubble em 1923 e 1924 mostraram a existéncia
de estrelas variaveis (cefeidas) em nebulosas espirais. Pela medida do periodo
de variacao dessas estrelas era possivel comparé-las com estrelas mais proximas,
permitindo medir suas distancias e estabelecendo claramente que estavam fora
de nossa galaxia (SMITH, 1990, p. 55). Estudando Andrémeda, concluiu que
estava a uma distancia de aproximadamente um milhao de anos-luz (cem vezes o
tamanho estimado de nossa galaxia, na época).

A proépria palavra “universo” mudou de significado, no inicio do século XX. Em
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1914, quando Eddington publicou seu livro Stellar movements and the structure
of the universe, ele estava estudando apenas a dinamica das estrelas dentro da
nossa galaxia (SMITH, 1990, p. 52). No entanto, ja nessa época Eddington
comecou a interpretar o universo de outra forma, aceitando que as nebulosas
espirais eram outros mundos semelhantes a Via Lactea (McCREA, 1991, p. 67).

Quando Einstein comecou a desenvolver seu modelo cosmologico ele imaginava
o universo como um conjunto de estrelas, pois nao adotava ainda a idéia de
galéxias imensas, espalhadas pelo espaco. Baseando-se nos estudos sobre a nossa
galéxia, ele provavelmente pensava que a maior parte do universo era vazia e que
existiria apenas uma regiao cheia de estrelas (como uma nuvem), em um espago
infinito.

Um modelo que ele parece ter explorado ¢ o de um sistema de estrelas em
movimento ca6tico, como as particulas de um gas, em um estudo de equilibrio e
obedecendo a uma distribui¢ao de velocidades de Maxwell-Boltzmann (BERNS-
TEIN & FEINBERG, Cosmological constants, p. 8). Supondo que essas estrelas
formavam uma nuvem finita, era razoavel pensar que a densidade de matéria
tenderia a zero quando a distancia ao centro do universo tendesse a infinito.

Antes de tratar esse modelo utilizando a teoria relativistica da gravitacao,

Einstein faz algumas consideragoes a respeito da fisica classica.

3.3 Problemas cosmolégicos da gravitacao

newtoniana

A concepcao de universo existente na época de Newton era a de um espaco
infinito com estrelas (e talvez planetas) espalhadas de forma mais ou menos uni-
forme. Como a forca gravitacional se estende a uma distancia infinita, surgia
o problema de saber por que as estrelas nao se aglomeram todas, por causa de
sua atracao mutua. Em uma troca de cartas que manteve com Richard Bentley,
em 1692, Newton esclareceu que essa aglomeracao seria realmente a expectativa
mais simples, mas que Deus poderia ter distribuido as estrelas pelo espaco de tal
modo que elas ficassem em equilibrio (instavel) para sempre (NORTON, 1999,
pp. 288-289). Bentley entendeu que esse equilibrio de cada estrela seria causado
por forcas infinitas dirigidas para todos os lados, e que como todos os infinitos
sao iguais, essas forcas se anulariam. Newton esclareceu que tal raciocinio era
inadequado, porque nem sempre se pode supor que dois infinitos sao iguais. Se

as estrelas do universo estivessem na situacao de equilibrio e fose adicionada uma
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pequena forca (finita) em alguma dire¢do, continuariam a existir forgas infinitas
para todos os lados, mas agora o equilibrio se romperia, porque um dos infinitos
seria maior do que os outros (NORTON, 1999, pp. 290-291).

Uma das objecoes a teoria de um universo estendendo-se infinitamente em
equilibrio foi feita no final do século XIX por Hugo Seeliger e Carl Neumann.

Em um artigo publicado em 1895, Seeliger indicou que, de acordo com a teoria
newtoniana da gravitacao, se a densidade média da matéria no universo for finita
(e o universo infinito), o potencial gravitacional tenderia a infinito. Além disso,
a forca resultante sobre um ponto poderia ser calculada de diferentes maneiras,
levando a resultados contraditorios dependendo do modo de fazer a integragao
sobre todo o espaco. As forcas de maré também sofreriam anomalias do mesmo
tipo (NORTON, 1999, pp. 274-279). Esses resultados lhe pareceram indicar um
problema fundamental na fisica newtoniana. Ele considerou duas possibilidades
de escapar do problema: ou a quantidade total de matéria do universo é finita,
ou a lei da atragao gravitacional deveria ser mudada. Ele optou pela segunda
alternativa, propondo que a forca gravitacional newtoniana sofresse uma reducgao
exponencial com a distancia:

67)\7‘

F=—-Gmm' 5
r

Introduzindo esse fator exponencial, era possivel manter um universo infinito
com densidade uniforme, pois todas as integrais convergiam (NORTON, 1999,
p. 294). Seeliger chegou a sugerir que essa alteragao na lei de Newton poderia
explicar a precessao anomala do periélio de Mercirio, dando a A o valor de 0,000
000 38 (em unidades astronomicas).

Apoés a publicacao do artigo de Seeliger, Carl Neumann alegou que ja havia
estudado esse problema 20 anos antes. H& fortes davidas de que isso de fato
tivesse ocorrido (NORTON, 1999, pp. 281-282), mas Seeliger ndo contestou a
prioridade de Neumann. Em um livro publicado em 1896 Neumann discutiu o
problema de um modo mais simples, indicando a existéncia de uma indetermi-
nacao no calculo das forcas que uma particula sofreria em um universo infinito
com distribuicao uniforme de matéria. Ele propds como solucao para esse proble-
ma que o potencial gravitacional newtoniano (e ndo a forga) fosse multiplicado

—ar

por um fator e que diminuisse exponencialmente com a distancia.

60&’!‘

p=—A

-
Introduzindo essa modificacao, a integral do potencial gravitacional se man-
tinha finito (NORTH, The measure of the universe, p. 17).
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A alteracao do potencial proposta por Neumann leva a uma forca um pouco
diferente da de Seeliger:

(1+ ar)

—ar
€
r2

F = —Gm1m2
Neumann também deduziu a alteragao que seria necessario introduzir na
equagao de Poisson por causa dessa modificacao, obtendo (NORTON, 1999, p.
298):
V2p — a?p = 4Are

onde ¢ é a densidade da matéria e A é a constante gravitacional G.

3.4 Einstein e o problema classico

No artigo sobre cosmologia de 1917 Einstein estuda dois modos de resolver o pro-
blema da fisica newtoniana. Para evitar que o potencial gravitacional se tornasse
infinito, poderiamos considerar que a densidade de matéria fosse decrescendo
de um ponto central para a periferia (EINSTEIN, 1917, p. 226). Desde que a
densidade média tendesse a zero mais rapidamente do que r%, o potencial tenderia
a um valor finito.

No entanto, Einstein considerou que essa solucao seria insatisfatoria porque
corpos celestes com uma velocidade finita poderiam se afastar indefinidamente,
e a luz também se perderia no infinito! . O sistema de estrelas iria, portanto,
se defazendo. Ao desenvolver o seu argumento, FEinstein compara o sistema de
estrelas a um gas que obedecesse a distribui¢ao de Boltzmann (EINSTEIN, 1917,
p. 227).

Em 1922, alguns anos depois da publicacao desse artigo de Einstein, Franz
Selety mostrou que o argumento de Einstein nao era conclusivo (NORTON;, 1999,
pp. 309-312). Considerando que a densidade diminuia com r% Selety mostrou
que era possivel ter um gas em equilibrio, com temperatura constante, obedecendo
a distribuicao de Boltzmann. O argumento de “evaporacao” do universo podia
assim ser evitado. Nesse tipo de situacao, o potencial gravitacional cresceria de
forma logaritmica com a distancia ao centro.

Eintein supoée, no artigo de 1917, que o potencial no infinito nao poderia
ser grande, porque se fosse observariamos algumas estrelas se movendo com alta
velocidade (EINSTEIN, 1917, p. 227). A idéia béasica seria que as estrelas mais

!Einstein se refere ao infinito com se fosse um lugar, neste artigo, como foi apontado por
NORTH, The measure of the universe, p. 71.
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distantes poderiam “cair” para o centro e, se a diferenca de potencial fosse muito
grande, elas poderiam atingir velocidades altissimas. Como isso nao ocorre, o
potencial no infinito nao pode ser grande.

Este argumento nao é satisfatorio, porque supoe que uma estrela pudesse
“cair” para o centro sem sofrer trocas de energia com outras estrelas. Evidente-
mente, & medida que fosse se aproximando do centro e atravessando a “nuvem”
de estrelas, essa estrela sofreria desvios e tenderia a adquirir a mesma velocidade
média que as outras estrelas.

Embora o argumento de Einstein contra o universo classico fosse invélido,
ele pensava que era valido, e por isso discutiu a possibilidade de alterar a lei da
atracao gravitacional (EINSTEIN, 1917, p. 227-228). Sem se referir aos trabalhos
de Seeliger e Neumann, ele indica que poderiamos substituir a equagao de Poisson
A¢ = 4n K p por:

Ap— X p=4nKp

Essa expressao é equivalente a de Neumann.

Com essa alteragao, seria possivel imaginar um universo infinito, com uma
distribuigao uniforme de matéria (densidade constante py) e com potencial gra-
vitacional ¢ constante, pois se ¢ é constante o seu laplaciano se anula, e para
satisfazer a equacao acima basta fazer:

Po
= —4rK—

Assim, uma alteracao na lei de Newton da gravitacao resolveria o problema
dos potenciais infinitos. Note-se, também, que a introducao de um potencial
constante faz com que a forga (-V¢) sobre cada particula seja nula e, por isso,
esse universo é estavel. Note-se que a forca de uma particula sobre outra, no
entanto, é sempre atrativa, qualquer que seja a distancia - ou seja, o termo -
A¢ nao introduz uma repulsao ou qualquer forca que contrabalance a atracao
gravitacional.

Em um livro popular que escreveu nessa mesma época, Einstein se refere a
Seeliger como o autor da critica & teoria newtoniana (EINSTEIN, Relativity - the
special and the general theory, p. 105).

No entanto, é claro que Einstein nao estava procurando resolver o problema
classico e sim encontrar um modo de descrever o universo que fosse compativel
com a teoria da relatividade geral. Essa introducgao servia apenas para mostrar
que havia um problema na fisica classica e para explicar duas tentativas de solugao

(universo com massa finita concentrada em torno de um ponto ou mudanga nas
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equagoes do campo gravitacional) que sao iguais as que ele proprio tentou, dentro

da teoria da relatividade geral.

3.4.1 O potencial gravitacional relativistico no infinito

A primeira possibilidade explorada por Einstein, no artigo de 1917, é a de que o
universo contenha matéria apenas em torno de uma regiao central. Nesse caso,
ele esperava que uma particula colocada a uma grande distancia desse centro nao
poderia ter inércia, ja que a inércia era o resultado da interacao da particula com
o resto do universo.

Para poder exprimir essa condicao de forma matemaética, Einstein introduziu

o quadrivetor momento energia em forma covariante (EINSTEIN, 1917, p. 230):

dz,,
my/ —g9ua E

Essa formula nao é explicada no artigo de Einstein, e nao é a generalizagao
mais natural da expressao utilizada na relatividade especial. De fato, na relativi-

dade especial temos, usando o formalismo moderno:

dz#

Bo—
p ds

onde m é a massa propria de uma particula e p* é o quadrivetor de momento-
energia. Como p# é um tensor (no caso, um quadrivetor contravariante), essa
equacao é valida em qualquer sistema de coordenadas e pode ser mantida sem
modificacao alguma na relatividade geral. Pode-se também escrever esse tensor
em forma covariante:

dz*

by = guupu = mguu%

mas nao ha motivo para multiplicar essa expressao por /—g.
Einstein supoe, em seguida, que a uma grande distancia da regiao central do

universo a métrica poderia ser escrita sob a forma:
ds* = —A[(dx1)? + (dw2)? + (d3)*] + B(dzs)?

e, portanto, as componentes do momento de uma particula com massa propria

m com baixa velocidade (ds 22 v/Bdx4) seriam dadas por expressoes do tipo:
A dl‘l
m——
\/E dxy
Portanto, o coeficiente % tem um papel semelhante ao da massa inercial.

Supondo que a inércia (e também o momento) de uma particula desapareca
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A

= tendesse a zero.

quando a distancia tende a infinito, seria necessario que

S

Einstein impo6s ainda a condigao:
V—g=1=VAB

e portanto B = 5 e % = A%?. Como % deve tender a zero, Einstein concluiu
que A deveria tender a zero, e B a infinito.

Note-se que ha varios pontos problematicos nessa deducdo: (1) o uso do
quadrivetor momento-energia em forma covariante - por que nao em forma con-
travariante? (2) a multiplicacao do quadrivetor momento-energia por /—g e (3)
a exigéncia de que \/—g seja igual a 1.

De qualquer forma, Einstein conclui que a métrica no infinito deveria ser

degenerada, adquirindo uma forma:

o O O O
o O O O
o O O O
8 o O O

Ele comenta: “Uma tal degenerescéncia dos coeficientes g, apresenta-se, deste
modo, como uma exigéncia do postulado de que toda inércia é relativa. A mesma
exigéncia implica também que a energia potencial mv/B se torne infinitamente
grande no infinito” (EINSTEIN, 1917, p. 230).

Einstein tentou analisar as conseqiiéncias de uma métrica desse tipo, com
a ajuda do matematico J. Grommer, mas concluiu que ela era inaceitavel. Ele
supunha que, no infinito, a densidade de matéria seria nula e, portanto, o tensor
de momento-energia deveria ser nulo. Mas, a0 mesmo tempo, a componente 7
deveria tender a infinito, o que era impossivel (EINSTEIN, 1917, p. 232).

Um dos motivos que o levou a abandonar essa métrica degenerada foi que dife-
rencas de potencial muito grandes (correspondendo aos coeficientes da métrica
que tendiam a infinito) produziriam velocidades muito grandes das estrelas mais
distantes, e isso nao era observado (HOEFER, 1994, p. 312).

H& um comentério feito por De Sitter que indica uma idéia bastante estranha

que Einstein explorou nessa época:

O proprio Einstein mostrou que é insustentavel a hipotese anterior-
mente mantida por Einstein, e negada por mim, de que seria possivel
obter valores dos g,,, que degenerariam a um conjunto invariante no

infinito, utilizando as equagoes [do campo gravitacional| e por meio
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de massas muito grandes a distancias muito grandes. (DE SITTER,
1917, p. 1222)

Portanto, parece que Einstein chegou a pensar em uma densidade de matéria
tendendo a infinito, a grandes distancias do centro do universo.

Rejeitando a métrica degenerada no infinito, Einstein discute outras possibi-
lidades:

(a) Supor que a métrica no infinito é minkowskiana.

(b) Desistir de discutir as condigoes da métrica no infinito.

Ele rejeita a primeira possibilidade porque essa métrica nao é invariante (mu-
dando o sistema de coordenadas, a métrica deixa de ter essa forma) e por ser
incompativel com a relatividade da inércia, pois a métrica nao seria determinada
pela matéria presente (EINSTEIN, 1917, p. 233). Quanto a possibilidade (b),
Einstein a rejeita porque nao seria uma solucao e significaria apenas desistir do
problema.

Por fim, depois de discutir essas possibilidades, Einstein apresenta uma mu-
danca de enfoque. Ele sugere que o universo poderia ser espacialmente fechado e,

desse modo, ndo haveria necessidade de discutir as condigdes no infinito (EINS-
TEIN, 1917, p. 234).

3.4.2 O universo fechado

Em algum instante no final de 1916 ou inicio de 1917 Einstein se convenceu de
que essas condicoes limite eram inadequadas e comecou a investigar um universo
com espago fechado, de curvatura positiva (HOEFER, 1994, p. 311).

O modelo que Einstein vai introduzir é o de um espaco com curvatura positiva
e constante, equivalente a uma hiper-esfera.

Espagos curvos haviam sido introduzidos na matemética em meados do século
XIX e, no final do século, alguns autores como William Clifford (1876), Karl
Schwarzschild e Simon Newcomb (1877) haviam sugerido a utilizagao de um es-
pago curvo na andlise de fenomenos fisicos (NORTH, The measure of the universe,
p. 73). Charles H. Hinton publicou a partir da década de 1880 uma série de Scien-
tific romances, que eram obras especulativas tratando de espacos curvos ou com
mais de 3 dimensoes.

Para analisar o campo gravitacional do universo, Einstein faz uma hipotese
simplificadora: ele supoe que a densidade média da matéria do universo pode ser

considerada constante, quando se estuda o universo em larga escala. Além disso,
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considerando que as estrelas possuem baixas velocidades (comparadas com a da
luz), ele vai supor que essa matéria pode ser considerada como se estivesse parada
em relacao a um certo referencial (EINSTEIN, 1917, p. 234). A matéria do
universo de Einstein é assim equivalente a uma poeira distribuida uniformemente
pelo espaco, sem movimento, sem pressao.

Assim, a métrica do universo seria extremamente simples. Levando-se no
entanto em conta a presenga de concentragoes de matéria no espago (as estrelas),
a curvatura do espaco é modificada nas proximidades dessas massas.

De acordo com essas hipoteses, Einstein indica que o tensor de energia-

momento-tensao da matéria seria, em todos os pontos, dado pela seguinte matriz:

o o o O
o o o O
o o o O
T O O O

O tnico termo nao-nulo é T* que corresponde & densidade de energia, que
Einstein representa por p.

Einstein impoe entao condigoes as componentes do tensor métrico g,,: como
o campo é estatico, os termos do tipo g4; com i= 1, 2, 3 sao nulos. O termo g4
deve ser constante, para que nao haja aceleracoes em nenhum ponto do espaco,
e Einstein escolhe o valor +1 para essa componente (EINSTEIN, 1917, p. 235).

A parte espacial do tensor métrico é escolhida por Einstein de modo a repre-
sentar um espaco tridimensional com curvatura constante. Em vez de utilizar
coordenadas esféricas, Einstein emprega coordenadas cartesianas, o que torna
sua notacao um pouco mais complicada. Provavelmente ele mantém coordenadas
cartesianas para poder utilizar a condicao /—g=1, que é incompativel com co-
ordenadas esféricas.

Para representar a hiper-esfera, Einstein introduz quatro coordenadas espaci-

ais (cartesianas) auxiliares §;, com uma métrica
ds® = d&} + d&; + d&; + d&}
Define entao uma hipersuperficie:
R =G+8+8+6

onde R é constante. A partir dessa equacao, uma das coordenadas pode ser de-
terminada em funcao das outras trés (EINSTEIN, 1917, pp. 236-237). Mantendo
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apenas as trés primeiras coordenadas espaciais, Einstein chega as componentes

da parte espacial do tensor métrico:

= — (5 + Tty )
Tuw UUR? — (23 + 13 + 23)

Note-se que esse tensor nao é diagonal e que seria extremamente dificil fazer

calculos utilizando essa métrica porque nenhuma das derivadas das componentes
espaciais em rela¢ao a qualquer das trés coordenadas se anula (ou seja, 3397‘:’ #0).
Normalmente, sao utilizadas coordenadas esféricas para fazer a deducao deste
modelo de universo (EDDINGTON, The mathematical theory of relativity, p.

156). Nesse caso, a métrica fica muito simples:

ds* = —R*[dx* + sin®*x(df? + sin*0d¢?)] + dt*

3.4.3 Conflito entre o modelo e a equacao do campo

Einstein discutiu o tensor de momento-energia-tensao e desenvolveu as compo-
nentes do tensor métrico sem utilizar as equagoes do campo gravitacional. Em
seguida, ele indica que essa métrica e esse tensor de momento-energia nao satis-
fazem as equagoes de campo da teoria da relatividade geral (EINSTEIN, 1917,
pp. 237-238).

1
Gl“/ = _’L{';(T,ulj — §Tgl“/)

Ele nao mostra os calculos, informando apenas que sao semelhantes aos mos-
trados na secao seguinte. Como o tensor métrico cartesiano de Einstein é ex-
tremamente complicado, podemos imaginar que o calculo das derivadas desse
tensor necessarias para construir o tensor de Ricci G, serd muito dificil. Para
simplificar os calculos, Einstein fez sua analise apenas em um tnico ponto do
espaco, de coordenadas nulas, o que torna a métrica igual & de Minkowski, nesse
ponto (porém, com derivadas nao nulas).

De fato, olhando para o elemento de linha geral
ds® = —erdr? — e (r?df* + r? sin? 0d¢?) + e dt*

onde )\, u, v sdo funcao de r, encontramos, sob a métrica de Einstein ds? =
—R%dx? — R%sin? x(d#? + sin® 0d¢?) + dit?, os valores

et =R? e =R%sin’x/x% e/ =1
com

G =2, Gyp=—2sin’y, Gis3=—2sin’ysin’f, Gu =0
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6
“=w
e substituindo o tensor energia-momento-tensao nas equagoes de campo encontra-
se um problema na igualdade dos dois membros da equacoes. Pode-se notar que,

para Gy;, onde © = 1, 2, 3, temos

2
Gi; = (ﬁ) Gii

e, por isso, substituindo na equacao do campo gravitacional, como T;; = 0, temos:

2 K ) 4
R2 gZZ - 2pgll .. p_ K)R2

Portanto, as trés primeiras equagoes levam a um resultado possivel. No en-

tanto, a quarta equacao, leva a:

1 1 K
Gy =—kK <T44 - §T944) S 0=—k (P - —P) =

Esta equacao nao pode ser satisfeita para p # 0.

3.4.4 Mudanca das equacoes de campo

Tendo se convencido de que seu modelo de universo nao satisfazia as equacoes de

campo, Einstein decidiu mudar essas equacoes.

Porém, o sistema [de equagoes do campo gravitacional| admite uma
extensao natural, que o concilia com o postulado da relatividade e
que é inteiramente analogo ao que se deu a equacao de Poisson com
a equacao [de Neumann|. De fato, podemos adicionar ao primeiro
membro da equacao de campo o tensor fundamental g,, multiplicado
por uma constante universal -\ provisoriamente desconhecida, sem
que isso va prejudicar a covariancia geral; e entao, em vez da referida

equacao, teremos a seguinte:

1
G,uu - )\guu = _H(T;w - §Tguu)
Para valores suficientemente pequenos de A, esta equacao esta também
de acordo, em todos os casos, com os dados da observacao no sistema

solar. (EINSTEIN, 1917, p. 238)

95



Assim, por analogia com a equacao de Neumann
Ap— X p=4nKp

onde ha uma constante multiplicada pelo potencial, Einstein introduziu um termo
na equagao de campo que corresponde a uma constante multiplicada pelo “po-
tencial” g, .

Nao esta claro, no entanto, se Einstein realmente se guiou por esta analogia,
ou se fez essa comparacao com a equagao de Neumann apenas como uma forma
de apresentar suas idéias (NORTH, The measure of the universe, p. 83).

A justificativa tensorial para a introducao do novo termo nas equagoes de
campo nao é apresentada de forma detalhada por Einstein em 1917, mas é a

seguinte. A equacao do campo gravitacional sem a constante cosmologica
1
Gu = _“(Tuu - iTguV)

satisfaz a propriedade matematica de que os divergentes (tensoriais) dos dois

lados da equacao sao iguais entre si. Na forma:
1
GIU’ - §Gglﬂ’ = —K)TMV

os divergentes dos dois lados sao nulos.

Se somarmos a um dos lados dessa equagao qualquer termo cujo divergente
(tensorial) seja nulo, essa propriedade se mantém. Ora, o divergente (tensorial) é
a contragao da derivada covariante, e a derivada covariante do tensor métrico g,
é nula. Logo, se adicionarmos a um dos dois lados da equacao um termo com uma
constante vezes o tensor métrico Ag,,, os divergentes dos dois lados continuarao
sendo iguais.

Note-se que a condicao importante nao é simplesmente a covariancia geral
da equacao, como se poderia entender pela leitura do artigo de Einstein, mas
uma outra propriedade. Se somarmos a um dos dois lados da equagao de campo
qualquer tensor covariante de segunda ordem (por exemplo, 7.7}, ou G*G)¢.G
ou G.G,,), a equagao continuarad covariante, mas tera sido perdida a propriedade
de que os divergentes dos dois lados sao iguais.

No artigo de 1917 Einstein nao d4 nenhum nome especial a constante A,
chamando-a apenas de “constante universal”. Posteriormente, essa constante pas-
sou a ser conhecida como “constante cosmologica”, e o termo - Ag,, passou a ser

chamado de “termo cosmologico”.
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3.5 O universo de Einstein

Einstein verificou em seguida que a métrica que ele havia pensado para o universo
fechado e o tensor de momento-energia-tensao escolhido eram compativeis com
as equagoes de campo modificadas (EINSTEIN, 1917, p. 239). Essas equagoes
conduzem as seguintes relacoes?:
w1

2 R?
Einstein comenta, em seguida (EINSTEIN, 1917, p. 239):

“A constante universal A agora introduzida determina, como se vé, tanto a

A

densidade média de distribuigao p que pode subsistir em equilibrio, como também
o raio R do espaco esférico e seu volume 272R3”.

Vamos mostrar como esses resultados podem ser obtidos usando a métrica
em coordenadas esféricas. Nesse caso, temos G;; = (%) gij, para 1 =7 =1,2,3.

Como T} = Ty = T33 = 0, as trés primeiras equagoes serao:

1
G — §Ggu,, + Mg = =KL

2 1 6 1
<ﬁ> i =5 <ﬁ> gi+Agii =0 . A= R?

A quarta equacao, com gy =1, G4y = 0 e Tyy = p, sera

1/6

-3 1 2
R B
ou
2\ = kp
_kp 1
Portanto, )\—T—W

Segundo esta concepcao, a massa total do universo, M, é finita, sendo o seu
47’ R _V32m?

X X*p

Note-se que, de acordo com esta tltima equagao, M =

valor

M = p21°R? =

472R

, 0 raio do universo
tende a zero quando sua massa tende a zero. Assim, seria impossivel um universo

sem matéria. No entanto, de acordo com a equagao anterior

xp 1
)\:—:—
2 R?

2Neste paragrafo, como na dessertacdo toda, procuramos ser fieis & notacdo utilizada pelo

autor, por isso o x no lugar do k representando a constante de Einstein.
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podemos concluir que R? = ﬁ e, portanto, poderia haver um universo de raio
tendendo a infinito, se a densidade da matéria tender a zero. Nesse caso, a
constante cosmolodgica também tende a zero. Por outro lado, se a constante
universal A for considerada como um dado independente, concluiremos que a

densidade e o raio do universo s6 podem possuir o valor dado pela equacao acima,
42

10y

: : . (A?) : UV

que aconteceria se a massa ou o raio variassem. No artigo, Einstein nao comentou

nao havendo sentido em discutir o

e a massa do universo tem que ser M =

essas conseqiiéncias.

Posteriormente, esse modelo passou a ser chamado de “universo de Einstein”.
Ele também foi chamado de “universo cilindrico”, porque s6 possui curvatura na
parte espacial, enquanto o tempo aparentemente nao sofre nenhuma influéncia
pela presenga da matéria (g4 = 1).

A relacao entre a constante cosmologica e a massa do universo pareceu pro-
bleméatica a vérios fisicos da época. Hermann Weyl objetou que a relacao entre
M e X “obviamente exige muito de nossa credulidade” (NORTH, The measure
of the universe, p. 83). Aparentemente ele interpretou A como uma constante
fundamental (como sugerido por Einstein) e pensou na massa do universo como
um parametro qualquer (como a massa do Sol ou o tamanho da 6rbita da Terra).
A relagao entre esse parametro e uma constante fundamental parecia estranha.

Arthur Eddington também considerou que essa relacao era dificil de aceitar.
Se os valores de M e ) estiverem perfeitamente ajustados, qualquer mudanca de
M exigiria que a constante cosmologica fosse alterada e que a lei da gravitagao
mudasse. Uma mudanca de M poderia ocorrer, por exemplo, com transformagoes
de matéria em radiagdo, ou vice-versa (NORTH, The measure of the universe,
p. 85). Posteriormente, Eddington deu uma nova interpretacao a essa constante

cosmologica.

3.6 O universo de Willem De Sitter

O trabalho de Einstein sobre cosmologia foi apresentado no dia 8 de fevereiro
de 1917 & Academia de Ciéncias de Berlim. Menos de dois meses depois, no
dia 31 de marco de 1917, Willem de Sitter apresentou a Academia de Ciéncias
de Amsterdam seus comentéarios ao trabalho de Einstein e a proposta de um
novo modelo cosmologico relativistico (DE SITTER, 1917). Em julho do mesmo
ano ele completou um artigo mais detalhado, que foi publicado na Inglaterra,

constituindo a terceira parte de sua série de artigos sobre relatividade geral (DE
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SITTER, 1916-1917).
Primeiramente, De Sitter comentou o modelo obtido por Einstein e indicou
que o espaco esférico poderia ser transformado em um espaco euclidiano infinito.

Nesse espago euclidiano, a métrica tende aos seguintes valores, no infinito (DE
SITTER, 1917, p. 1218):

o O O O
o O O O
o O O O
o O O

Observe-se que De Sitter ndo utiliza a condi¢ao de Einstein \/—¢g = 1.

Essa métrica mantém um tempo “absoluto” (independente das coordenadas)
mas as unidades de comprimento crescem sem limite quando a distancia ao cen-
tro tende a infinito, o que significa que a velocidade da luz medida com essas
coordenadas tende a infinito. O universo permanece finito, no sentido de que é
possivel percorré-lo em um tempo finito (ou, como De Sitter escreve, “o universo
¢ finito em medida natural”). No segundo artigo (DE SITTER, 1916-1917, p. 5)

ele esclareceu melhor esse ponto, indicando que estava se referindo a distancia:
o0
L, = /\/—911dI1
0

De Sitter comenta que o universo esférico de Einstein é incompativel com as
antigas equagoes de campo e que foi necessario introduzir uma mudanca nelas (a
introdugao do termo cosmologico). Indica além disso um aspecto que Einstein

nao havia notado:

Além disso, encontrou-se a necessidade de supor que todo o espaco
tridimensional esti cheio de matéria cuja massa total é tao enorme-
mente grande que, comparada com ela, toda a matéria que nos é co-
nhecida é completamente desprezivel. Chamarei essa matéria hipotética
de “matéria-universal”. (DE SITTER, 1917, p. 1219)

No segundo artigo, De Sitter explica melhor esse comentario. Fazendo esti-
mativas sobre o valor minimo da curvatura do universo é possivel estabelecer um
limite para a sua massa, e De Sitter chegou ao valor minimo de R = 9 x 10!
unidades astrondémicas para a curvatura. No entanto, para produzir essa cur-

vatura, a densidade média do universo teria que ser igual a densidade de matéria
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no centro da nossa galaxia. Como a maior parte do espaco é vazio, De Sitter esti-
mou que a sua massa seria na verdade 3.000 vezes menor do que a necessaria para
produzir essa curvatura do espaco (DE SITTER, 1916-1917, p. 25). Haveria, en-
tao, duas possibilidades: ou a maior parte da “matéria universal” é desconhecida
e nao esta sob a forma de estrelas; ou a curvatura do universo é muito maior do
que a estimada acima. Supondo que toda a matéria esta sob forma de estrelas,
De Sitter calculou que o raio de curvatura teria que ser aproximadamente 5 x 10'3
parsec. Note-se, portanto, que havia nessa época um problema semelhante ao da
“matéria escura” na cosmologia recente.

No seu segundo artigo, De Sitter esclarece também um ponto que Einstein
nao havia abordado. H& dois tipos de espaco finitos com curvatura positiva
constante, que sao o espaco esférico de Riemann e o “espaco eliptico” estudado por
Newcomb (DE SITTER, 1916-1917, p. 7). No espago esférico todas as geodésicas
que partem de um ponto, radialmente, em todas as direcoes, se encontram no
ponto mais distante possivel do espago, a uma distancia igual a 7R. No caso do
espaco eliptico, a distancia maxima entre dois pontos é W% e todas as geodésicas
que partem de um ponto, radialmente, em todas as direcoes, se encontram no
proprio ponto de partida, depois de percorrer uma distancia igual a 7R. A nao
ser por essas propriedades globais (e topologicas), as duas métricas sdo iguais.
Embora Einstein houvesse considerado um espaco esférico, De Sitter sugeriu que
um espagco eliptico seria mais conveniente, e Einstein concordou posteriormente
com ele (DE SITTER, 1916-1917, p. 8).

No modelo de Einstein, o tempo tem propriedades muito diferentes do espaco.
De Sitter imaginou que seria possivel introduzir um modelo em que tanto o espaco
quanto o tempo fossem igualmente curvos. Na verdade, tal idéia j& lhe havia sido
sugerida por Paul Ehrenfest, antes da publicacao do trabalho de Einstein, mas
nao havia sido desenvolvida (DE SITTER, 1917, p. 1219).

Para apresentar seu modelo, De Sitter utiliza coordenadas esféricas, abando-
nando as coordenadas cartesianas de Einstein (e também a condigdo /—g = 1).
O espaco hiper-esférico de Einstein pode ser representado por trés coordenadas
angulares y, v, @, a partir das quais é possivel obter os valores das coordenadas

lineares:
x1 = Rsinxsinysinf

Ty = Rsinysincosf
r3 = HRsinycosy

A métrica do universo esférico de Einstein pode entao ser escrita sob a forma:

ds® = —R?[dx? + sin® x(dy* + sin® xdf?)] + c*dt?
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Essa é a métrica que De Sitter passa a denominar de “A”.
A generalizagao imediata é a introducao de mais uma dimensao, com um

quarto angulo w:

x1 = Rsinwsin xsiny sinf
Ty = Rsinwsin xsiny cosf
r3 = Rsinwsinxcosy

ry = R sinwcosy

A partir dai, temos a métrica “B” de De Sitter:
ds® = —R*{dw® + sin® w[dx?* + sinX(di)® + sin® yd6?)]}

Fazendo algumas transformacoes de coordenadas mostra que os dois tipos de
espaco podem ser tornados equivalentes a um espago infinito (DE SITTER, 1917,
p. 1220). No caso do modelo B, usando essas coordenadas, a métrica degenera

no infinito e se torna:

o O O
o O O

0 0
0 0
0 0
0000

Essa métrica é invariante, ao contrario da métrica limite do modelo A.
Depois ele calcula a relagao entre a curvatura do espago (nos dois modelos) e

a constante cosmologica, obtendo:

A= X = 5
B— X = &

Mostra também que para o novo modelo B a densidade da matéria universal
é nula, ao contrario do que ocorre no universo esférico de Einstein.

Depois de apresentar os dois modelos, De Sitter pergunta qual deles seria
preferivel, ou se seria melhor optar por um espago-tempo sem curvatura (como
o de Minkowski). Ele comenta que, para a discussao de fenémenos em nossa
vizinhanca, nao ha motivos para escolher um modelo ou outro, pois a métrica é

essencialmente a de Minkowski, com perturbagoes locais.

A questao real é, portanto: como devemos extrapolar de nossa vi-
zinhancga para fora? A escolha nao pode assim ser decidida por ar-
gumentos fisicos, mas deve depender de consideracoes metafisicas ou
filosoficas, nas quais é claro que julgamentos ou predilecoes pessoais
também terao alguma influéncia. (DE SITTER, 1917, p. 1222).
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De Sitter comenta entao que a “escola de Mach” supoe que a inércia depende
da interacao de um corpo de prova com o resto do universo. Nesse caso, o espago-
tempo s6 pode existir se houver matéria. Como o modelo A exige a existéncia de
matéria para que o espago-tempo possa existir, ele serd escolhido pelos seguidores
de Mach.

No entanto, De Sitter critica essa posicao. De acordo com os seguidores de
Mach nao existiria inércia se nao houvesse matéria, ou seja, a matéria universal
sO serve para nos permitir supor que ela nao existe e discutirmos as conseqiiéncias
dessa suposicao. No entanto, o modelo A nao permite que se pense na inexisténcia
de matéria, pois tanto o raio do universo quanto a massa do universo e sua
densidade sao determinados pela constante universal A. Assim, esse modelo nem
mesmo nos permite pensar no que aconteceria se nao existisse matéria.

O modelo B parecia a De Sitter preferivel sob varios aspectos, como a simetria
entre espago e tempo (no modelo A, o tempo tem propriedades diferentes das coor-
denadas espaciais). No entanto, no final do artigo ele comenta que poderia ser

preferivel utilizar um espaco-tempo de Minkowski e desistir de explicar a inércia.

Devemos entdo preferir deixa-la |a inércia| inexplicada em vez de
explica-la por meio de uma constante A\ indeterminada ou indeter-
minavel. Nao se pode negar que a introducao dessa constante diminui
a simetria e elegancia da teoria original de Einstein, na qual um dos
principais atrativos era que explicava tanto sem introduzir qualquer
nova hipdtese ou constante empirica. (DE SITTER, 1917, p. 1225)

Antes de publicar seu trabalho, De Sitter enviou uma copia para Einstein,

que lhe respondeu em uma carta:

Seria insatisfatorio, de acordo com minha opiniao, se houvesse um
mundo concebivel sem matéria. O campo g,, ¢ devido & matéria,
sem a qual ele nao poderia existir. Isso ¢ o ntcleo daquilo que en-
tendo como principio da relatividade da inércia. (Einstein, apud DE
SITTER, 1917, p. 1225)

A partir do trabalho de De Sitter, Einstein deve ter percebido que a sua
teoria nao continha o principio de relatividade da inércia. A introducao da cons-
tante cosmologica eliminou o problema do limite no infinito, mas nao trouxe uma
compatibilidade com o principio de Mach, pois nao eliminou a possibilidade de

solugoes das equagoes de campo sem matéria. Nessas solugoes, a métrica (e a
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inércia de um corpo de prova) nao pode ser interpretada como devida a influéncia
de outros corpos. No entanto, até 1924 Einstein ainda afirmava que a métrica
era completamente determinada pelas massas existentes no universo (NORTON,
1993, p. 808). A partir de 1924, Einstein comegou a se afastar do principio de
Mach.

A partir de 1919, Einstein passou a afirmar que a introducao da constante
cosmoldgica era “gravemente prejudicial a beleza formal da teoria” (Einstein, apud
NORTH, The measure of the universe, p. 86).

No modelo de Einstein, embora houvesse matéria, nao havia pressao. No
mesmo ano de 1917, Levi-Civita analisou as conseqiiéncias das equagoes de campo
com o termo cosmologico, porém introduzindo pressao além de massa (NORTH,
The measure of the universe, p. 105). Além de deduzir uma generalizacao da
equagao de Schwarzschild para um corpo central com simetria esférica levando
em conta o termo cosmologico, Levi-Civita também estudou as condigoes de
equilibrio do universo e mostrou que era necessario introduzir uma modificacao

nas equacoes de Einstein, deduzindo:

A= %—Iip
klp+p) = &

Quando a pressao tende a zero, essas equacoes se tornam iguais as obtidas
por Einstein.
De Sitter foi também levado a analisar que influéncia a pressao teria em sua

teoria e obteve as equacoes:

A= %—Iip
p+tp =0

Seria possivel, portanto, satisfazer as condicoes do universo de De Sitter com
matéria (isto é, com p  # 0), desde que houvesse uma pressdo negativa. De
Sitter no entanto considerou que essa condigao deveria ser rejeitada (NORTH,

The measure of the universe, p. 105).

3.7 Relacao entre os modelos e fatos astronémicos

No seu segundo artigo sobre cosmologia, De Sitter estudou detalhadamente as
conseqiiéncias observacionais dos dois modelos. Ele analisa a paralaxe estelar
nos dois casos, e ao analisar o modelo B introduz um novo tipo de coordenadas,

para tornar a velocidade da luz constante em todos os pontos. Ao fazer essa
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transformacao, ele obtém uma meétrica que, na sua parte espacial, representa um
espaco com curvatura negativa constante (DE SITTER, 1916-1917, p. 13).

No modelo A, uma particula livre descreve uma reta, com velocidade cons-
tante. No modelo B, pelo contrario, uma particula livre descreve geralmente
uma curva. Mesmo quando ela se move em linha reta, sua velocidade é variavel.
Isso mostrava, portanto, que nesse espago-tempo vazio de matéria existiam forcas
gravitacionais associadas a curvatura do espago-tempo.

Einstein nao havia procurado comparar o seu modelo cosmologico com dados
observacionais. De Sitter se preocupou bastante com esse aspecto, estudando
varias conseqiiéncias observaveis das duas hipoteses. Primeiramente ele estuda
um sistema contendo uma tunica massa central (como uma estrela) nos modelos
A e B e analisa 0os movimentos de particulas em torno dessa massa central, para
verificar as alteragoes que apareceriam nos movimentos dos planetas de acordo
com o modelo cosmolégico adotado. Depois ele procura estabelecer estimativas
para o raio de curvatura do espaco, a partir de consideragoes sobre densidade e
paralaxe das estrelas, obtendo valores da ordem de 102 unidades astronémicas
(DE SITTER, 1916-1917, p. 24).

O ponto mais interessante da analise de De Sitter é a indicagdo de que no
modelo B, como o tempo é influenciado pela posi¢ao (isto é, g4 depende das
coordenadas), haveria um efeito de desvio para o vermelho. Observando-se o
espectro emitido por estrelas muito distantes, deveria haver uma mudanca de
todos os comprimentos de onda das linhas espectrais para o vermelho, e esse efeito
deveria aumentar com a distancia da estrela até o observador (DE SITTER, 1916-
1917, p. 26). De Sitter nao discute essa relacdo mais detalhadamente; porém,
como gu4 = cos? Y, teriamos, para pequenas distancias, gz = 1 — x? e portanto a
diferenca de freqiiéncia seria proporcional ao quadrado da distancia.

Em seguida, De Sitter discute se ha evidéncias observacionais que pudessem
ser interpretadas como correspondendo a esse efeito. Ele indica primeiramente
a existéncia de certos tipos de estrelas que possuem um desvio para o vermelho
anomalo e, supondo que esse efeito pode ser interpretado pelo modelo B, calcula
que o raio de curvatura do espaco seria da ordem de 10'° unidades astronomicas.
Depois ele se refere as nebulosas espirais, que seriam os objetos mais distantes
conhecidos. Havia apenas trés delas que tinham velocidades conhecidas, deter-
minadas por mais de um observador. As velocidades eram:

Andromeda (3 observadores) -311 km/s

NGC 1068 (3 observadores) +925 km/s

NGC 4594 (2 observadores) +1185 km/s
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Como uma das nebulosas espirais (Andromeda) estava se aproximando e as
duas outras se afastando, era dificil dar qualquer interpretagao cosmologica para
esses dados. No entanto, De Sitter tirou a média dos trés valores e, utilizando
uma distancia média, calculou um raio de curvatura R = 3 x 10'! unidades

astronomicas. Depois, comentou:

E claro que este resultado, obtido de apenas trés nebulosas, ndo tem
valor pratico. Se, no entanto, a observacao continuada confirmar
o fato de que as nebulosas espirais possuem velocidades radiais sis-
tematicas positivas, isso certamente seria uma indicacao para adotar
a hipotese B em vez de A. Se ocorrer que nao existe tal deslocamento
sisteméatico das linhas espectrais para o vermelho, isso poderia ser
interpretado ou como mostrando que A é preferivel a B, ou como
indicando um valor ainda maior de R no sistema B. (DE SITTER,
1916-1917, p. 28)

O efeito previsto pela teoria de De Sitter era um desvio para o vermelho pro-
porcional ao quadrado da distancia. Somente posteriormente (com uma mudanga

de coordenadas) se verificou a existéncia de um termo proporcional a distancia

(EDDINGTON, 1932, p. 4).

Nota-se que, ao contrario de Einstein, que se baseava principalmente em ar-
gumentos tedricos e filosoficos, De Sitter procurou levar a discussao para o campo
observacional. Na época, os dados existentes nao permitiam concluir muita coisa,
mas De Sitter apontou de forma bastante clara as conseqiiéncias das duas hipote-

ses que poderiam ser testadas astronomicamente.

O trabalho de De Sitter recebeu muita atencao, tanto sob o ponto de vista
matematico quanto por parte de astronomos (NORTH, The measure of the uni-

verse, p. 87).

O proprio De Sitter havia mostrado que era possivel alterar as coordenadas
utilizadas para descrever as hipdteses A e B, de modo a analisar melhor suas
propriedades. Diversos autores (como Weyl e Eddington) propuseram outras

mudancas das coordenadas, nos anos seguintes.
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3.8 O desvio para o vermelho no modelo de
De Sitter

Eddington deu grande atengao ao “efeito De Sitter” de desvio para o vermelho
no seu livro de 1922, The mathematical theory of relativity. Ele parece ter sido o
primeiro autor a notar que no universo de De Sitter um conjunto de particulas
inicialmente em repouso tenderia a se dispersar, com um movimento acelerado,
como se houvesse uma repulsao agindo sobre elas (NORTH, The measure of the
universe, p. 96). Ele obteve a seguinte relacao para a aceleragao radial de uma
particula de prova (EDDINGTON, The mathematical theory of relativity, p. 161):

2
% = %)\r

Assim, uma particula inicialmente em repouso s6 permaneceria parada se
estivesse na origem. Sua aceleragao aumenta com a distancia. Como qualquer
ponto do universo de De Sitter pode ser considerado como o centro (ja que ele é
esférico), esse resultado ndo tem nenhuma rela¢do com algum ponto especial do
modelo, nem representa uma repulsao entre as particulas, ja que o efeito existe
mesmo considerando-se uma tnica particula de prova. Portanto, no modelo de
De Sitter existe um tipo de repulsao cosmica.

Foi Eddington, e nao De Sitter, o primeiro a notar que um conjunto de particu-
las colocadas no universo de De Sitter se espalharia, e a notar o significado as-
tronomico desse resultado (WHITROW, 1983, p. 261).

Note-se que De Sitter havia indicado a existéncia de um desvio para o vermelho
que nao tinha nenhuma relagao com essa repulsao cosmica. Eddington indicou
que existiam dois fenomenos diferentes no modelo de De Sitter (a variagdo da
freqiiéncia propria com a distancia e a aceleragao cosmica), que produziam efeitos
semelhantes (EDDINGTON, The mathematical theory of relativity, p. 161).

No mesmo ano em que Eddington publicou seu livro, Cornelius Lanczos pu-
blicou um trabalho em que apresentou a métrica de De Sitter sob uma forma
completamente diferente, em que a parte espacial da métrica aparecia multipli-

cada por uma fungao do tempo (NORTH, The measure of the universe, p. 111):
ds® = —dt* + cosh® t(d¢?® 4 cos® ¢.d? + cos? . cos? 1.dx?)

Essa é uma métrica em que o raio da parte espacial varia com o tempo, ou
seja, era um universo com raio variavel. Lanczos nao proporcionou nenhuma
interpretacao fisica de suas equacoes, mas elas poderiam ser vistas como um

universo nao estatico.
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Quando Eddington escreveu o seu livro, ja havia um maior nimero de dados
sobre as velocidades das nebulosas espirais. O maior nimero de observacoes tinha
sido obtido por V. M. Slipher, do Lowell Observatory, que forneceu a Eddington
uma lista de 41 medidas (EDDINGTON, The mathematical theory of relativity,
p. 162). Dessas nebulosas, apenas 5 tinham seu espectro desviado para o azul (ou
seja, estavam se aproximando), sendo que duas tinham sido medidas por outros
observadores e mostravam uma alta velocidade de aproximagao (aproximada-
mente 300 km/s). Seis das medidas indicavam velocidades de recessao superiores
a 1.000 km/s.

Embora houvesse uma forte preponderancia de velocidades de recessao, Edding-
ton nao tirou nenhuma conclusao desses dados. Indicou que as equacoes do
modelo de De Sitter nao poderiam explicar movimentos de aproximacao, mas
também apontou que hé estrelas individuais que possuem velocidades de até
300 km/s em relacao ao nosso sistema - portanto, as nebulosas que estao se a-
proximando poderiam estar manifestando apenas movimentos individuais e nao
um efeito cosmologico. E curioso que o proprio Slipher tinha uma interpretacio
completamente diferente dessas medidas. Ele acreditava que as velocidades das
nebulosas espirais podiam ser interpretadas como sendo devidas apenas a veloci-
dade de nossa galaxia em relacao as outras. Sua hip6tese parecia ter inicialmente
algum fundamento, pois ele notou que as galdxias que se aproximavam de nos
estavam no hemisfério sul e as que se afastavam no hemisfério norte (HETHE-
RINGTON, 1971, p. 312). No entanto, medidas posteriores mostraram que nos
dois hemisférios havia uma maioria de nebulosas espirais se afastando e poucas
se aproximando.

Note-se que Eddington (como outros autores da época) ndo pensava na teoria
de De Sitter apenas como um exercicio matematico e sim como um modelo que
talvez correspondesse a realidade. Mais exatamente, Eddington supds em 1922
que o universo real talvez fosse intermediario entre os modelos de Einstein e De
Sitter:

Parece natural considerar as formas de De Sitter e Einstein como
dois casos limite, sendo as circunstancias de nosso mundo real in-
termediarias entre eles. O universo vazio de De Sitter é obviamente
pensado apenas como um caso limite; e a presenca de estrelas e ne-
bulosas deve modificid-lo, mesmo se apenas ligeiramente, na direcao
da solugao de Einstein. O universo de Einstein, contendo massas que

excedem muito qualquer coisa imaginada pelos astronomos, poderia
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ser considerado como o outro extremo - um universo contendo tanta
matéria quanto é capaz de segurar. (EDDINGTON, The mathemati-
cal theory of relativity, p. 160)

Podemos considerar de forma anacronica, a partir de nosso conhecimento atu-
al, que o modelo de De Sitter previa uma relagao entre o desvio para o vermelho
e a distancia das nebulosas que antecipava o efeito Hubble. No entanto, deve-se
notar que, na época em que Eddington e Weyl publicaram seus trabalhos (1922 e
1923) nao existiam medidas de distancias das nebulosas, sendo impossivel testar
esse tipo de efeito.

No final da década de 1920 De Sitter conhecia as determinacoes das veloci-
dades radiais de 25 nebulosas espirais, das quais apenas 3 tinham velocidades
de aproximacao. No entanto, ele acreditava que esses dados nao eram ainda
suficientes para escolher entre A e B (HETHERINGTON, 1971, p. 310).

O modelo de Einstein nao mereceu o mesmo tipo de interesse que a teoria de
De Sitter, provavelmente porque nao levava a nenhuma previsao tao interessante.
O proprio Einstein parece ter se desinteressado completamente por cosmologia e
por seu modelo no inicio da década de 1920, voltando-se para outros assuntos.
No final da década de 1920, quando surgiram resultados experimentais e tedricos
de enorme importancia, Einstein estava envolvido com a mecanica quantica e
nao deu nenhuma contribuicao importante para o desenvolvimento das teorias do

universo em expansao (NORTH, The measure of the universe, p. 109).

3.9 O trabalho de Friedmann

Simultaneamente com o trabalho de Lanczos foi publicada a primeira extensao
realmente importante da cosmologia teoérica desde o artigo de De Sitter em 1917.
Em 1922 Friedmann (FRIEDMANN, 1922) investigou solugoes cosmologicas das
equagoes de campo com um raio dependente do tempo, enquanto que em 1924
pesquisou os casos de ambos universos estacionario e nao estacionario com cur-
vatura negativa (FRIEDMANN, 1924). A maioria da sua teoria seguiu de perto as
suposicoes feitas por Einstein e De Sitter. Especialmente baseou-se nas equagcoes
de campo gravitacional, tomadas com o termo Ag,,, e nas hipoteses sobre a ve-
locidade e o estado da matéria. Em conseqiiéncia da suposicao de que a matéria
é incoerente e exibe velocidades relativas pequenas comparadas com a velocidade
da luz, expressoes simples estariam disponiveis para descrever as componentes

do tensor energia-momento.
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O trabalho de Friedmann é puramente mateméatico. Ele nao discute a relagao
entre os modelos e as observacoes astronomicas, nem a possivel realidade de um
universo em expansao (ou contragao).

O ponto de partida de Friedmann desde o primeiro trabalho foi olhar para o
carater geométrico do modelo. Friedmann decidiu, procurando a generalidade,
que em qualquer instante de tempo o modelo representaria um espaco de cur-

vatura constante. Assim escreveu o elemento de linha como sendo

ds* = R*(dxy + sin® x1dxs + sin? 2, sin® zyda3) + 2g14driday + 2g24droda,

+ 2gg4d{L‘3dl‘4 + g44d{L'i (31)

Supos que R dependeria s6 de x4. Agora 0s g14, 24, 934 podiam ser escolhidos
tal que o tempo e o espaco fossem ortogonais. Friedmann ressaltou que nao
existiam bases fisicas ou filosoéficas para pensar desta forma. Embora ele os tenha
tomado assim, ele nao estabeleceu claramente as razoes pelas quais o fez.

Friedmann tomou portanto a seguinte expressao para o elemento de linha:
ds* = R*(dx} + sin® zydxs + sin® zy sin® zodx}) + M?da] (3.2)

onde R é uma funcao de x4 e M pode ser uma fungao de todas as coordenadas®. As
coordenadas estao sujeitas as restrigoes (0 < z; < 7,0 < x9 < 7,0 < x5 < 27).
Usando as equacoes de campo junto com a forma escolhida do tensor energia-

momento segue-se

R(z) (g—f) ~ R(w) <2—Z) ~ R(x) (g—if) 0 (3.3)

onde R = %.
4
Portanto ou R é independente de x4, ou M depende s6 de z4. No primeiro caso
os elementos de linha de Einstein, De Sitter e da teoria especial da relatividade

mostraram esgotar as assim ditas possibilidades estéaticas.
Através de uma escolha apropriada de x4, M pode ser escolhido como unitéario,

e a forma final do elemento de linha fica:

R*(24)

2 __
drs = 5

(dz} + sin® zydxs + sin® x sin® woda3) + da} (3.4)
C

3 A métrica do universo de Einstein obtém-se fazendo a substituigao de R? por ’52 em [3.2]

e fazendo M = 1, lembrando que o raio de curvatura R é constante. A métrica de De Sitter é

obtida quando em [3.2] R? é substituido por _612%2 e M por coszy.
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Uma vez mais usando as equacoes de campo, junto com essa expressao para
o intervalo segue-se, que (FRIEDMANN;, 1922, p. 53)

(B G () e

3R" 3c?
< JE > + (ﬁ) —A=kc%p (3.6)

onde R' = (%) e R = (d?_R)

dmi
Integrando a primeira dessas equacoes segue-se que
R (dR\? A
—|—) =A-R+ |5 R 3.7
c? (dt) +<302> (3.7)
e portanto

t:(%)/f {A_xf(%x?))}dijB (3.8)

onde a, A, B, sdo constantes arbitrarias e ¢t é usada para ;. As equacoes [3.6] e

[3.7] juntas dao
34
p= <W> (3:9)

A relagao [3.8] contém uma integral eliptica e, na auséncia de informagao
independente, é assumido que A pode tomar qualquer valor. Os trés casos de
interesse, com as correspondentes interferéncias desde [3.8] e [3.8] sao:

942
inicial (Ry) de R desde que este seja positivo. O modelo foi chamado “monotonico

(i) A > ( dc” ) . R é uma funcao crescente de t. Nao existem restri¢oes ao valor

de primeiro tipo”. O valor critico de A corresponde a um modelo de Einstein. Isso

pode ser verificado usando [3.4], com % = 0, junto com a relacao de Einstein

entre A\, e R,.

942
dominios. Um deles pode ser excluido como envolvendo o tempo imaginario. Um

i) 0< A< (402 ) O valor inicial de R poderia, em principio, estar nos trés

outro d4 um “modelo monotonico de segunda ordem”. E o terceiro intervalo faz
de R uma funcao periodica de t.
(iii) 0 > A. Aqui de novo o tempo imaginario ¢ abolido s6 se R, for menor

que um certo valor, xy. Neste caso R resulta ser uma funcao periédica de ¢, com

2 [%o T
I Ay 3.10
c/o {A_H(g%)}"“" (3.10)

periodo %, onde
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Neste caso R varia entre 0 e ty; t, aumenta com A e tende ao infinito quando A

4¢2
9A2

trabalho de Friedmann (de 1922) foi criticado por Einstein, que acreditou ter

tende para o valor ( ), enquanto que para A pequeno, t, =~ (%) O primeiro
encontrado um erro matematico no artigo. Depois, no entanto, Einstein admi-
tiu que estava enganado, mas nao deu importancia ao trabalho de Friedmann
(BERNSTEIN & FEINBERG, Cosmological constants, pp. 12, 66-67)

No seu segundo artigo Friedmann (FRIEDMANN, 1924) enfatiza a diferenca
essencial entre universos estacionarios de curvatura positiva e negativa: o modelo
estacionario de curvatura negativa nao permite uma densidade material positiva.
Esse caso deve ser excluido como fisicamente impossivel. Nao existe, em outras
palavras, um analogo ao modelo de Einstein, i. é, um com densidade constante,
embora exista um para o modelo de De Sitter. Friedmann encontra dois casos:
estacionario e nao-estacionario. O elemento de linha que ele toma é

2 2 2 2
dr? = — <R ) <de d, dx?’) + M2da? (3.11)

2 2
c x5

a andlise que ele faz é similar & apresentada anteriormente com a divisao em

estacionario R' = 0 e nao estacionario R’ # 0. A primeira leva a um desses casos

O caso (i) pode comparar-se com o modelo de De Sitter, enquanto que o caso
(ii), com densidade negativa nao teria significado fisico.
Para o modelo nao-estacionario, como M é uma funcao de x4, ela pode ser

tomada para ser igual a 1, a equacao de Friedmann fica

(B)(F)-G)-e o

a qual se diferenga de [3.5] s6 no sinal do terceiro termo. A densidade em tal

b= </%> (3.13)

Pela primeira vez a possibilidade de um universo nao-estacionario de curvatura

modelo é encontrada

negativa constante e com densidade material positiva tinha sido mostrada. Fried-
mann enfatizou, nao obstante, um ponto que costumava ser passado por alto: o
espaco poderia ser totalmente curvo sem ser finito.

E dificil explicar por que esses dois artigos de Friedmann foram ignorados.
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O trabalho de Friedmann nao foi amplamente conhecido até quase dez anos
depois da sua publicacao, e entao s6 como um resultado do interesse estimulado
pelos trabalhos de Lemaitre e Robertson. Em 1927 Lemaitre, trabalhando em
ignorancia das memorias de Friedmann, desenvolveu a teoria relativistica em um
caminho similar ao de Friedmann. Uma vez mais independentemente, Robertson
em 1928 usou a transformacao de coordenadas que dava o modelo de de Sitter

em forma nao-estatica. Estes dois trabalhos serao descritos a seguir.

3.10 As primeiras pesquisas de Lemaitre

O fisico belga Georges Lemaitre (1894-1966) comegou a se interessar pela teoria
da relatividade em torno de 1920 e em 1923 fez um estagio na Inglaterra, junto
a Eddington. Nessa ocasiao comecou a se familiarizar com as cosmologias rela-
tivistas. Estudou o livro de Eddington, The mathematical theory of relativity, e
em seu primeiro trabalho sobre cosmologia, publicado em 1925, citou a seguinte
frase dessa obra: “Algumas vezes se contrapoe ao universo de De Sitter que ele se
torna instavel logo que se introduz alguma matéria nele. Mas esta propriedade é
mais favoravel a teoria de De Sitter do que contraria a ela” (KRAGH, 1987, p.
118).

Lemaitre tinha forte interesse tanto pela fisica matematica quanto pelos as-
pectos observacionais. Seu envolvimento com a cosmologia relativistica levou-o a
estudar mais profundamente a prépria astronomia.

No inicio de 1925 Edwin Hubble publicou suas observagoes sobre estrelas
variaveis (cefeidas) em nebulosas espirais, que permitiam determinar suas dis-
tancias. Esses estudos convenceram a maioria dos astronomos que as nebulosas
espirais eram realmente “universos-ilha” fora da nossa galaxia. Lemaitre visi-
tou Hubble e também Slipher, convencendo-se que havia realmente um efeito de
desvio sisteméatico para o vermelho dos espectros das nebulosas espirais e que um
modelo cosmologico correto deveria incluir esse tipo de efeito.

O primeiro artigo de Lemaitre sobre cosmologia consistiu em uma nova inter-
pretacao do universo de De Sitter. De modo semelhante ao que Cornelius Lanczos
havia feito (mas sem conhecer seu trabalho), Lemaitre indicou que a teoria de
De Sitter poderia ser interpretada como um universo de curvatura homogénea
(igual em todos os pontos do espago) mas variavel em fun¢ao do tempo. Indicou
que esse tipo de modelo poderia explicar o desvio para o vermelho do espectro

das nebulosas espirais, e obteve uma formula para esse efeito, mostrando que o
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desvio para o vermelho deveria ser proporcional a distancia (KRAGH, 1987, p.
119).

Pode-se perceber que a idéia de interpretar o universo de De Sitter como algo
dindmico era bastante natural na época. Alguns anos mais tarde (1928), H. P.
Robertson também sugeriu uma versao nao-estatica do universo de De Sitter,
equivalente a de Lemaitre (KRAGH, 1987, p. 118). No entanto, varios dos
autores que fizeram esses estudos tinham um enfoque principalmente matematico.
Lemaitre, ao contrario, estava fortemente interessado em explicar o universo real,

levando em conta os novos fatos astronomicos.

3.10.1 O universo em expansao de Lemaitre

Em 1927, sem ter conhecimento dos trabalhos de Friedmann, Lemaitre publicou
um novo artigo, em que apresentava modelos dinamicos do universo, com densi-
dade nao nula (ou seja, diferentes do de De Sitter). Uma diferenga importante
entre esse trabalho e as pesquisas de Friedmann foi que Lemaitre levou em conta
nao apenas a densidade de matéria mas também a pressao da radiacao existente
no universo.

Sob o ponto de vista matematico, o trabalho de Lemaitre adicionou muito
pouco ao trabalho de Friedmann, mas seu enfoque era completamente diferente,
pois queria descrever o universo real.

Logo no inicio de seu artigo, Lemaitre comenta sobre os problemas dos dois

modelos cosmologicos conhecidos (de Einstein e de De Sitter):

Cada teoria tem suas proprias vantagens. Uma |a de De Sitter| esta de
acordo com as velocidades radiais observadas das nebulosas, a outra
[de Einstein| com a existéncia da matéria, proporcionando uma re-
lacao satisfatoria entre o raio e a massa do universo. Parece desejavel
encontrar uma solucao intermediaria que combine as vantagens de

ambas.

A primeira vista, tal solucdo intermediaria parece nio existir. Um
campo gravitacional estatico para uma distribuicao uniforme de ma-
téria sem tensao interna tem apenas duas solucoes, a de Einstein e
a de De Sitter. O universo de De Sitter é vazio, o de Einstein foi
descrito como “contendo tanta matéria quanto é capaz de segurar”. E

notavel que a teoria nao pode proporcionar um intermediario entre
esses dois extremos. (LEMAITRE, 1927, p. 483).
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Note-se, por essa citacao, que Lemaitre estava preocupado com um modelo
do universo que pudesse explicar os movimentos das nebulosas espirais.
A citacao acima lembra o paragrafo do livro The mathematical theory of re-

lativity de Eddington citado anteriormente:

Parece natural considerar as formas de De Sitter e Einstein como
dois casos limite, sendo as circunstancias de nosso mundo real in-
termediarias entre eles. O universo vazio de De Sitter é obviamente
pensado apenas como um caso limite; e a presenca de estrelas e ne-
bulosas deve modifica-lo, mesmo se apenas ligeiramente, na direcao
da solucao de Einstein. O universo de Einstein, contendo massas que
excedem muito qualquer coisa imaginada pelos astronomos, poderia
ser considerado como o outro extremo - um universo contendo tanta
matéria quanto é capaz de segurar. (EDDINGTON, The mathemati-
cal theory of relativity, p. 160)

Levando em conta que o universo de De Sitter pode ser descrito, em outras co-
ordenadas, como um universo com raio que depende do tempo, Lemaitre resolveu
investigar um modelo nao estatico, semelhante ao de Einstein em suas caracteris-
ticas gerais (LEMAITRE, 1927, p. 484). Todas as hipoteses basicas de Lemaitre
sao muito semelhantes as de Einstein: matéria distribuida uniformemente, com
movimento desprezivel. As diferencas sdo que ele introduz radiagao (com pressao
p = £) e considerou que o raio R da parte espacial do universo ¢ uma fungao do

tempo. O tensor de momento-energia-tensao ¢ dado por

—p 0 00
0 —p 00
0 0 —p O
0 0 0 p

e tanto a pressao de radiacao p quanto a densidade total de energia p (incluindo
matéria + radiagao) sdo variaveis no tempo. O escalar de Von Laue T' = p—3p = §
é a densidade da matéria. Note-se que Friedmann nao havia levando em conta a
pressao de radiagao.

A métrica poderia ser representada por
ds® = —R*do? + dt’

onde do é o elemento de distancia espacial dividido pelo quadrado do raio do

universo. O tempo é absoluto (independente das coordenadas), como no universo
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de Einstein (LEMATTRE, 1927, pp. 484-485). Utilizando as equagoes de campo
(com termo cosmologico), Lemaitre obteve equagoes relacionando as derivadas
do raio do universo com a constante cosmologica, a densidade e a pressao.

Para poder resolver o sistema de equacgoes Lemaitre supos que a matéria do
universo M = V§ = « era constante. A quantidade total de radiacao do universo
E = 3pV nao era constante, na teoria de Lemaitre. Ele verificou que durante
variacoes de volume do universo, essa pressao realizava trabalho e que a variacao

de energia da radiagao era igual ao trabalho realizado. Obteve uma relagao

B
R4

R em relacao ao tempo por R’, Lemaitre obteve:

kp = onde 3 era uma constante de integracao. Representando a derivada de

R A 1. a B
R2 3 R? 3R® RY

Dois casos particulares eram a solucao de De Sitter e a de Einstein. Para
obter a solucao de De Sitter, bastava colocar tanto a quanto [ iguais a zero, isto
é, eliminar a matéria e a radiacao. A teoria de Einstein era obtida fazendo [ igual
a zero e supondo que inicialmente o raio do universo é constante (LEMATTRE,
1927, pp. 485-486).

O modelo geral de Lemaitre, que tinha esses dois casos limites, mostrava um
universo com raio variavel. O ponto de partida era o universo de Einstein, em
equilibrio, e o limite final (para um tempo ¢t = +00) era o universo de De Sitter,
com densidade nula.

Lemaitre indica que o raio do universo de Einstein Ry havia sido calculado
por Hubble a partir da densidade média da matéria do universo (supondo que o

universo era estatico, evidentemente) e que havia sido obtido o resultado:
Rp = 8,5 x 10%cm = 2,7 x 10"%arsec

Lemaitre supos que a constante cosmologica podia ser calculada a partir da
massa total do universo, utilizando as relacoes do universo de Einstein (LEMAT—
TRE, 1927, p. 489).

2
VA=i

A partir de seu modelo, mostrou que o desvio para o vermelho de corpos
distantes deveria ser proporcional & distancia. Além disso, utilizando dados cuja
origem nao indicou, Lemaitre calculou a velocidade atual de expansao do universo
obtendo: B

7= 0,68 x 1072 /em
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(Lemaitre considera ¢ = 1).

A teoria permitia prever uma proporcionalidade entre o desvio para o ver-
melho e a distancia. Lemaitre relacionou a expansao do universo a recessao das
nebulosas espirais e mencionou as observacoes mais recentes, indicando que a
constante de proporcionalidade entre velocidade e distancia seria de aproximada-
mente 2,7 x 107'7/s. Note-se que esse trabalho foi publicado dois anos antes do
famoso trabalho de Edwin Hubble.

A partir das equacoes do seu modelo, calculou que o raio inicial Ry do universo
era 0,0465 do raio atual R (ou seja, o raio ja havia aumentado aproximadamente
20 vezes). Os resultados obtidos foram (LEMAITRE, 1927, p. 487):

R=0,215R; = 1,83 x 10%¢m = 6 x 10%parsec = 2 x 10'°  anos luz

Ry =8,5x 10%°cm = 2,7 x 10%parsec = 9 x 10®  anos luz

Dois casos particulares da teoria de Lemaitre eram os universos de Einstein e
de De Sitter. Lemaitre mostrou que uma solugao possivel das equacgoes de campo
tinha exatamente esses dois modelos como casos-limite. Podia-se pensar em um
universo que comecasse praticamente igual ao universo de Einstein e que fosse se
expandindo, tendendo a uma densidade cada vez mais baixa e aproximando-se
do universo de De Sitter (KRAGH, 1987, p. 124).

Por fim, Lemaitre discutiu a causa da expansao do universo:

Resta encontrar a causa da expansao do universo. Vimos que a
pressao de radiagao realiza trabalho durante a expansao. Isso parece
sugerir que a expansao foi iniciada pela propria radiagao. Em um uni-
verso estatico, a luz emitida pela matéria viaja pelo espaco, volta ao
ponto de partida e se acumula indefinidamente. Parece que esta pode
ser a origem da velocidade de expansao R’/R que Einstein assumiu
ser igual a zero e que em nossa interpretacao é observada como a ve-
locidade radial das nebulosas extra-galaticas. (LEMAiTRE, 1927, p.
489)

Deve-se notar que o universo de Lemaitre nao iniciava de uma singularidade,
nem tinha uma duracao finita. O estado inicial do universo era o universo estatico
de Einstein, com matéria parada, distribuida uniformemente em um espaco curvo
finito. Esse estado inicial nao teria ocorrido um tempo finito atras, mas seria o

limite assintotico do universo atual, para ¢t = —oo.

76



O trabalho de Lemaitre nao teve repercussao. Foi publicado em francés, em
uma revista belga obscura. Embora Lemaitre tivesse contatos cientificos impor-
tantes, ele parece nao ter enviado copias de seu artigo para pessoas como Shapley,
Slipher, Hubble e Eddington (KRAGH, 1987, p. 125). No mesmo ano de publi-
cagao do artigo, Lemaitre encontrou Einstein em um congresso que ocorreu em
Bruxelas e conversaram sobre esse trabalho. Einstein achou que o trabalho era
correto sob o ponto de vista matematico, mas que a proposta era “abominével” sob
o ponto de vista fisico (KRAGH, 1987, p. 125). Lemaitre comentou, mais tarde,
que Einstein parecia desconhecer as informacoes astrondémicas sobre as nebulosas
espirais. Através dessa conversa, Lemaitre ficou sabendo que Friedmann havia

desenvolvido uma teoria semelhante, alguns anos atréas.

3.11 A contribuicao de Robertson

Da mesma forma que Lemaitre e outros autores anteriores, em 1928, H. P.
Robertson procurou reinterpretar o universo de De Sitter, proporcionando uma
solucao matematicamente equivalente mas que resolvesse algumas dificuldades
que haviam sido sentidas por diversos autores (ROBERTSON, 1928, p. 836).
Utilizando uma transformagao adequada, Robertson obteve a seguinte forma para

a métrica de De Sitter:
ds> = —e*(dx® + dy® + dz°) + *dt’

Com esse novo tipo de coordenadas, o espaco se tornava infinito, euclidiano,
e a velocidade da luz se tornava isotropica. O movimento da luz e de particulas
nesse universo é retilineo. Estudando o desvio para o vermelho, Robertson con-
cluiu que ele seria proporcional a distancia, em primeira aproximacao, obtendo
um resultado igual ao que ja havia sido apresentado alguns anos antes por Weyl
(ROBERTSON, 1928, p. 844). Assim como Lemaitre, Robertson também estava
preocupado em comparar esse modelo com os dados astronémicos. Comparando
dados publicados por Hubble em 1926 sobre distancia de galaxias, com os dados
de Slipher publicados por Eddington, Robertson obteve uma relagdo empirica
aproximada, correspondendo a essa previsao de proporcionalidade (ROBERT-
SON, 1928, p. 845).

O trabalho de Robertson de 1928 era essencialmente semelhante ao de Le-
maitre de 1925, mas parece ter sido desenvolvido sem conhecimento daquele
(NORTH, The measure of the universe, p. 112). Por coincidéncia, em 1929
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Robertson também redescobriu as métricas de Friedmann (NORTH, The mea-
sure of the universe, pp. 120-121). Posteriormente, seu modo de apresentar as
hipoteses da teoria e de analisar os modelos passou a ser admirado pela clareza.

O trabalho de Robertson foi visto, na época, apenas como uma curiosidade
matemética. Ele nao se dedicou como Lemaitre a tentar estabelecer a “verdadeira”
teoria do universo, nem esclareceu o significado empirico das coordenadas que
utilizou (NORTH, The measure of the universe, p. 118). Apenas depois da
“redescoberta” do artigo de Lemaitre por Eddington, o trabalho de Robertson

passou a ser também valorizado.

3.12 A le1 de Hubble

Em 1929 Edwin Hubble publicou um artigo em que apresentava os resultados pre-
liminares de seus estudos sobre distancia das nebulosas espirais e sua relagao com
o desvio para o vermelho, mostrando que havia uma relagao de proporcionalidade
aproximada (HUBBLE, 1929). E provavel que Hubble nio conhecesse os traba-
lhos de Friedmann, Lemaitre e Robertson, nessa época. Ele apenas mencionou o
proprio modelo de De Sitter:

A caracteristica importante, no entanto, é a possibilidade de que a
relacao entre velocidade e distancia possa representar o efeito De Sit-
ter e portanto que os dados numéricos possam ser introduzidos nas

discussoes sobre a curvatura geral do espaco (HUBBLE, 1929, p. 81).

No trabalho de 1929, Hubble obteve uma constante de proporcionalidade de
aproximadamente 500+50 km /s por megaparsec (HUBBLE, 1929, p. 79).

O artigo de Hubble de 1929 continha uma anélise de nebulosas com veloci-
dades até 1.100 km/s. Pouco depois (1931), juntamente com seu colaborador
Milton Humason, publicou outro trabalho, incluindo mais nebulosas, com veloci-
dades de até 20.000 km/s e confirmado mais fortemente a relacao entre distancia
e desvio para o vermelho (SMITH, 1990, p. 58).

O trabalho de Hubble produziu forte repercussao. No inicio de 1930 Edding-
ton, Robertson e De Sitter concluiram que era necessario procurar uma teoria
cosmologica nao-estitica - mas nao mencionaram que tal teoria ja existia. Ao
ler um relato da apresentacao de Eddington, Lemaitre lhe escreveu chamando
a atencao para seu artigo de 1927. O historiador Helge Kragh acredita que

Eddington havia recebido uma copia do trabalho de Lemaitre, ou que este lhe
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havia escrito a respeito de sua teoria, mas Eddington nao havia lido ou nao havia
dado importancia ao artigo (KRAGH, 1987, p. 126). Agora, em 1930, a situagao
era diferente. Ele imediatamente percebeu que a teoria de Lemaitre preenchia
exatamente aquilo que as observagoes astronomicas pediam. Publicou entao um
comentario elogioso ao trabalho de Lemaitre, e logo depois uma traducao inglesa
do artigo de 1927. Ao tomar conhecimento desse artigo, De Sitter também apoiou
Lemaitre, que logo se tornou conhecido. Em 1931 Einstein também aderiu a idéia
de um universo em expansao.

Em um artigo publicado em 1931, De Sitter indicou que o trabalho de Lemaitre
era a solucdo mais adequada para descrever o universo em expansao (DE SIT-
TER, 1931, pp. 5-6). Apoiando a idéia de que o universo estava inicialmente na
situagao de equilibrio instavel representada pelo modelo de Einstein e utilizando
os dados disponiveis, De Sitter indicou que seu raio inicial seria de aproximada-
mente 1 bilhao de anos luz, mas que no instante atual seria pelo menos trés vezes
maior. Ele aponta, no entanto, as outras possibilidades (um universo que havia
se contraido e depois expandido, ou uma expansao iniciada a partir de uma forte
concentragao de matéria), considerando que sdo pouco provaveis (DE SITTER,
1931, pp. 6-7).

3.13 O inicio da expansao do universo

Havia um problema conceitual na teoria de Lemaitre. O modelo do universo em
expansao tinha como ponto de partida o universo de Einstein e tendia ao universo
de De Sitter. Porém, o universo de Einstein é estatico. Como justificar o inicio
da expansao do universo?

Antes de tomar conhecimento do artigo de Lemaitre de 1927, Eddington ja es-
tava preocupado com a questao da estabilidade do universo de Einstein (NORTH,
The measure of the universe, p. 122). Ele estava trabalhando com seu aluno
George McVittie no problema, mas antes de publicar seus resultados leu o ar-
tigo de Lemaitre. Logo depois, Eddington investigou mais detalhadamente a
questao da expansao inicial do universo (EDDINGTON, 1930b). Primeiramente,
ele provou que o universo de Einstein era instavel - um equilibrio delicado entre a
forca gravitacional de contracao e a forca expansiva representada pela constante
cosmologica. Qualquer pequena expansao ou contragao desse universo iria pro-
duzir uma aceleracao crescente. Assim, foi Eddington, e nao Lemaitre, quem

provou que o universo de Einstein era instavel e estabeleceu as condigoes para
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o inicio de sua expansao (WHITROW, 1983, p. 261). A anélise de Eddington
(discutida na proxima se¢do) mostrou que, contrariamente a nossa intuigao, a
pressao da radiacao é um fator que tende a produzir uma contra¢ao do universo
e nao uma expansao. Dessa forma, a interpretacao de Lemaitre nao poderia estar
correta.

Tolman imaginou que processos de aniquilacao de matéria e sua conversao
em radiacao poderiam desencadear o inicio da expansao. Eddington, no entanto,
criticou essa proposta pois, contrariamente ao que pensariamos de forma intuitiva,
um aumento de pressao no universo produziria uma contra¢ao, e nao uma expan-
sao. Assim, Eddington procurou processo que reduzissem a pressao do universo,
e imaginou que o inicio da expansao poderia ter sido causado pela condensacao
da matéria para formar as estrelas ou nebulosas. Pouco depois, Lemaitre propos
um mecanismo semelhante (KRAGH, 1987, p. 128).

3.14 Eddington e o universo

Partindo do fato que a finitude do espaco depende da constante cosmologica A, a
qual aparece nas equacoes gravitacionais de Einstein G, = Ag,, para o espaco
vazio e sabendo ademais que além de envolver A, a forma e o tamanho do espaco
dependem da quantidade de matéria contida no universo e da forma na qual esta é
distribuida, Eddington centrou sua atengao no espaco esférico, pois se a matéria
estiver uniformemente distribuida o espaco s6 podia ter curvatura constante.
Assim, estritamente falando, ele assumiu o universo como estando preenchido
com matéria de densidade uniforme. Mas praticamente insistiu na uniformidade
a grande escala, i. e., supos que o universo estava preenchido com galaxias as
quais estariam igualmente distribuidas regularmente em qualquer lugar.

Dentro da sua andlise ele encontra que se for postulado que este universo
esférico é estatico e nao se altera, existiria uma tnica solucao, o universo de
Einstein. Portanto, para o equilibrio, o espago deveria ter um raio particular
e conter uma quantidade particular de massa, a qual estaria determinada em
termos da constante cosmoldgica A.

Tecnicamente, ele viu que a solugao de De Sitter era também uma solucao de
equilibrio, mas isto s6 acontecia por causa de que, sendo um universo inteiramente
vazio, nao existiria nada nele para mostrar um desvio do estado de equilibrio.

Eddington viu que em um universo esférico expandindo-se as galaxias, ja que

elas continuam preenchendo o espaco uniformemente, deveriam afastar-se a me-
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dida que o tempo passa. Portanto, as solu¢oes expandindo-se seriam de interesse
astrondmico vistas como uma possivel explicacao do espalhamento observado das
nebulosas espirais®.

No modelo de Eddington, como na solucao de Einstein, o intervalo correspon-
dendo ao espago esférico e ao tempo nao alterado é (EDDINGTON, 1930 (b), p.
669)

ds® = —R* {dx’ + sin’ x (d0° + sin’ 0d¢®) } + dt* (3.14)

onde R é o raio do espago e (x, 0, ¢) sdo coordenadas angulares®. Mas agora R
seria uma funcao de ¢. Lemaitre ja tinha encontrado os valores para a densidade
p e a presao p da matéria no espago [3.14] mostrando que estes se derivavam das

equagoes gravitacionais de Einstein. Esses valores correspondiam as seguintes

1 (dR\*> 1
8rp= -A+34 — () 4= 3.15
TP=TAT R2<dt) TR (3:15)

equagoes

1 [(dR\?® 1 2 d?
8mp = -\ — <R> i

Lofekry, L 2ak 3.16
m\a) T'( R (3.16)

Ele tomou as unidades sendo tais que a velocidade da luz e a constante de
gravitacao fossem unitarias. Um resultado importante para a analise de Edding-
ton encontra-se de [3.15] e [3.16]

6 d’°R

Sob sua visao o curso da expansao do universo simplificar-se-ia se fosse as-
sumido que a massa total do universo permanecia constante. Mas sob seu exame
também sabia que isto nao é rigorosamente certo. Pois poder-se-ia considerar
ou a massa propria (a soma das massas de repouso) ou a massa relativa, i.e.,
a massa relativa aos eixos em repouso (proporcional & energia). Infelizmente

nenhuma delas é estritamente conservada:

1. deixando fora a radiacao, a massa propria é conservada; a massa relativa
diminui devido & reducao da energia cinética do movimento aleatorio, du-

rante a expansao.

“Eddington centra sua atencio para o universo expandindo-se por esta razio, mas as
equagoes sao sempre tais que o tempo é reversivel, e para cada solugao expandindo-se existe

uma correspondente solucao contriando-se.

SPara distancias pequenas comparadas com R pode ser escrito £ = X = sin x aproximada-

mente; e [3.14] torna-se a expressdo usual para coordenadas polares (r, 8, ¢).
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2. Na conversao de matéria em radiacao, a massa relativa é conservada. A

massa propria diminui ja que a radiacao nao tem massa propria.

Assim as duas massas podem diminuir um pouco no curso do tempo. Nao
obstante, segundo Eddington, essas complicacoes seriam insignificantes. E por
isso assumiu para seu modelo que a massa propria e a massa relativa eram sempre
iguais e as duas se conservariam para a ordem de aproximacao por ele estabele-
cida.

E ao considerar analiticamente a instabilidade do universo de Einstein que
[3.17] cobra importancia na analise de Eddington. Fazendo p = 0 em [3.17] ele
obteve

d’R

Para o equilibrio, solucao de Einstein, dever-se-ia ter p = ﬁ. Nao obstante,
A d’R

4w dt?
universo se expandiria. Esta expansao diminuiria a densidade e portanto

seria positivo e o
d’R
di?
aumentaria. Similarmente se existisse um minimo excesso de massa, aconteceria

se existisse uma pequena perturbacao tal que p <

uma contracdo a qual aumentaria continuamente. E desta anélise que Eddington
chega a sua conclusao que o universo de Einstein seria instavel.

A pequena perturbagao inicial aconteceria sem interferéncia sobrenatural. Se
se comec¢a com uma nebulosa uniformemente difusa a qual gradualmente se con-
densa em galaxias, a massa poderia nao alterar-se, mas a massa equivalente usada
aplicando as equacoes para uma distribuicao estritamente uniforme deveria ser
ligeiramente alterada. Parecia pois possivel que deste processo evolucionério se
originasse a expansao do universo. Uma vez comecgado, Eddington apontava,
este deveria continuar e expandir-se em uma razao crescente. Eddington admitiu
nao ter decidido teoricamente se a condesagao deveria comecar uma expansao no
lugar de uma contracao.

Alternativamente ele supds que o equilibrio inicial poderia ser afetado pela
conversao de matéria em radiacao. Tal conversao porém nao mudaria p, devido
ao fato da massa da radiacao ser igual & matéria convertida, mas aumentaria p.

d’R
dt?

universo poderia comecar a contrair-se. Esta explicacao, Eddington enfatizou,

Da equagao [3.17] se deduz que o aumento de p gera negativo; portanto o
deveria ser rejeitada. Pois parecia provavel, em termos gerais, que a conversao
de matéria em radiacao nao tivesse se iniciado até depois de um consideravel
grau de condensacao nas galaxias ter acontecido, e a consequénte expansao ter
progredido.
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Eddington conhecia um resultado obtido por R. C. Tolman (TOLMAN;, 1930)
no qual este sugeria a conversao de matéria em radiacao como uma explicagao
da recesao das nebulosas. Nao obstante ficava claro para Eddington que essa
nao seria uma explicagao, pois de [3.17] deduzia-se que esta tende a retardar a
expansao.

Prosseguindo seus argumentos, Eddington se propos comparar as condicoes
de equilibrio (a) quando o universo contém s6 matéria em repouso, e (b) quando
este contém so6 radiacio. Assim, fazendo 28, €2 — () em [3.15] e [3.16] obteve

dt ) dt?

3
87Tp:—)\+ﬁ
1
SWp:A—ﬁ

Tal que % =dmw(p+p), A = 47(p + 3p). Analisou os dois casos propostos,

encontrando que

1

- _ - 2 _
(a) Para matéria em repouso, p = 0. Assim R* = <.

3

(b) Para radiagao, p = 3p. Assim R* = 5.

As massas totais seriam

Agora, fazendo p = 0, e considerando R., M, o raio e a massa do universo de
Einstein, R, M o raio e a massa do sistema sob consideracao. Onde R é fungao
do tempo e as outras quantidades sao constantes. Eddington obteve os resultados

para o universo de Einstein:

2 1
—M, =R, = — 3.18
. A (3:15)

Do fato do volume total do universo esférico ser 272 R3; obteve a densidade

pe = 1o = 1x- Agora, por [3.15]

2
()" +1 = LR\ +8mp)
= LRI\ +42% (3.19)

@ =GR - 1+47L)

dessa forma ele chegou a seus conhecidos trés casos de analise do universo:
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1. Se M > M,, encontrou que o lado direito nao se anularia para nenhum valor
positivo de R, e portanto o sistema expandir-se-ia Continuamente desde um
raio bem pequeno até um bem grande. O minimo de 4R & Jado diferenciando
[3.19] com respeito a R, 2RA— 42 = 0, tal que R3 2 ou usando [3.18]

1
R (M)?
Re = \ M. ’
Como o raio aumenta através do valor de R, a razao da expansao diminuiria
e incrementar-se-ia novamente. Segundo Eddington, a dificuldade de aplicar

este caso estaria em que se requereria um comeco repentino das coisas.

2. Se M < M., entao o lado direito anular-se-ia para dois valores positivos
de R, os quais Eddington assumiu serem R;, Ry, e seria imaginério para
os valores de R intermediarios entre R;, Ry. Portanto ou o universo teria
comecado com uma velocidade finita de expansao expandindo-se até o raio
R, e entao contraiu-se, ou comegou com uma velocidade finita de contracao
contraindo-se para o raio Ry e aumentou de novo. Aqui Eddington admite
a dificuldade de encontrar um ponto inicial natural para o desenvolvimento
do universo atual. Portanto, caso se aceitasse esta visao, isto implicaria
assumir que o universo atual comecgou com o raio R, tal que inicialmente
dR

< = 0; pois este estaria expandindo-se continuamente.

3. O caso limite seria quando M = M,. Entao R; e R, tenderiam ao valor
R.. Assim o tempo que o raio permaneceria na vizinhanca de R, seria
logaritmicamente infinito. Existindo, para Eddington, pelo menos uma
satisfagao filosofica em ver o universo como evoluindo infinitamente devagar
desde uma distribuicao uniforme primitiva em equilibrio instavel. Foi este

o caso no qual Eddington investiu suas pesquisas.

Um ponto importante na sua escolha foi o fato de [3.19] poder ser integrada
sem funcoes elipticas quando M = M,. O resultado ja tinha sido encontrado por
Lemaitre.

Sob a hipotese de ser M, = M a historia da expansao do universo resolver-
se-ia a uma transicao gradual desde o universo de Einstein para o universo de
De Sitter. Segundo Eddington o modelo de de Sitter daria uma melhor aproxi-
macao a expansao; mas isto dependeria da veracidade do fato que a estimativa
da densidade média do universo ser menor que 10728 5. Se isto fosse admitindo,
nenhuma grande mudanca seria requerida nas te0r1as que na época, tinham as-

sumido um universo de De Sitter.
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Na sua analise Eddington faz uma interpretacao do universo de De Sitter
como o limite de uma série de universos de densidade diminuindo gradualmente,
enquanto que na visao original de De Sitter estava-se pensando em um universo
completamente vazio, no qual os corpos materiais seriam colocados como corpos
de prova.

Para Eddington, portanto, a prova da instabilidade do modelo de Einstein
fortalecia grandemente os terrenos de interpretacao do afastamento das nebulosas
espirais como uma indicacao da curvatura do universo. Quando esta explicagao
foi primeiro sugerida por de Sitter, tudo o que era conhecido era que dos dois
modelos conhecidos que satisfaziam corretamente as equacoes de Einstein, um
exibia um feno6meno deste tipo. Agora a posicao seria que em cada universo que
satisfaca as equacoes de Einstein, tal fendmeno deveria necessariamente aparecer
no decorrer do tempo. O fen6meno nao seria tinicamente consistente com a teoria,
mas estaria predito pela teoria.

O problema da expansao do universo foi estudado de forma mais detalhada
por dois estudantes de Eddington, William McCrea e George McVittie. Eles
estudaram um modelo cosmoldgico muito simples, em que se formasse uma tnica
condensacao de matéria em um ponto do universo, para verificar que efeito isso
teria na estabilidade do universo. Concluiram que essa condensacao produziria
uma contra¢ao (e nao expansao) do universo (McCREA & McVITTIE, 1930).
Posteriormente, McVittie desenvolveu uma andlise aproximada de um universo
com uma distribuicao descontinua de massas e chegou a conclusao oposta: a
formacao de condensacoes deveria produzir uma expansao, como Eddington havia
suspeitado (NORTH, The measure of the universe, p. 126).

Em 1931 Lemaitre publicou um artigo sobre esse ponto especifico. Ele ja havia
desistido de sua explicacao inicial e agora propos que a expansao do universo seria
produzida por uma “estagnagao” do mundo - que seria uma diminuigao de trocas
de energia entre suas partes (LEMAITRE, 1931, p. 490).

Primeiramente, Lemaitre apresentou uma prova de que as condensagoes nao
produziriam efeitos, utilizando o teorema de Birkhoff (LEMATTRE, 1931, p.
491). De acordo com esse teorema, no caso de um campo gravitacional com
simetria esférica, o campo em uma superficie a uma dada distancia do centro
nao pode sofrer alteracoes, a menos que haja transporte de matéria através dessa
superficie. Assim, a contracao da matéria nao deveria ser capaz de produzir
nenhum efeito - nem contracao, nem expansao do universo - porque nao poderia
produzir uma mudanca do campo gravitacional. E claro, no entanto, que esse

argumento nao levava em conta a variacao de pressao criada pela contragao da
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matéria.

Para explicar o inicio da expansao, Lemaitre introduziu a idéia de “estag-
nagao”, que nao passa na verdade de uma reducao da pressao de radiacao (LE-
MAITRE, 1931, p. 499). Portanto, apesar do nome estranho, sua proposta nao
era muito diferente da apresentada por Eddington.

Pouco depois, Eddington publicou um trabalho em que afirmou:

Foram feitas tentativas de estabelecer se a expansao deveria ser es-
perada teoricamente, em vez da contragao, mas nao estou seguro de
que tenham tido sucesso. De qualquer forma elas envolvem hipote-
ses adicionais e nao dependem simplesmente da lei da gravitacao.
(EDDINGTON;, 1932, p. 7)

Nessa época, Eddington ji estava desinteressado dessa questao, que lhe pare-
cia sem importancia tedrica. A situacao permaneceu confusa nos anos seguintes,
pois diferentes autores chegaram a resultados contraditorios (NORTH, The mea-
sure of the universe, pp. 127-128).

Independentemente da causa que teria desencadeado a expansao do universo,
Eddington acreditava que a melhor opg¢ao era que ele tivesse comecado como um
universo de Einstein, em equilibrio, e estivesse agora tendendo a um universo de
De Sitter. Essa escolha lhe parecia interessante porque continha o menor niimero
de parametros arbitrarios - a constante cosmologica e o raio inicial do universo
estavam relacionados & massa total do universo.

Como foi Eddington quem mais divulgou e defendeu esse tipo de proposta, esse
tipo de teoria acabou sendo conhecida como “universo de Lemaitre-Eddington”.

Em 1931 Eddington publicou um artigo no qual defendeu esse modelo, afir-
mando que uma de suas vantagens era que assim se evitava o conceito de um
instante no qual o universo comecou, comentado: “Filosoficamente, a nocao de
um inicio da presente ordem da Natureza é repugnante para mim” (EDDING-
TON, 1931a, p. 319).

Esse comentario desagradou Lemaitre, talvez porque ele era um padre e, sob o
ponto de vista religioso, um inicio do universo em certo momento do passado lhe
parecia mais adequado. Logo em seguida, Lemaitre propos outra teoria cosmolo-
gica, em que o universo comec¢ava como uma grande condensacao de matéria, um
“4tomo primitivo”, que explodia lancando 4&tomos menores e radiagao para todos
os lados (KRAGH, 1987, p. 130). Esse foi o precursor do modelo do “big bang”,
proposto quase 20 anos depois por Gamow. A partir desse momento, Lemaitre

deixou de aceitar o “universo de Lemaitre-Eddington”.
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3.15 A reacao de Einstein ao universo em expan-
Sao0

Diante das evidéncias astrondmicas favoraveis a um universo em expansao, e
vendo que os modelos dinamicos nao exigiam a presenca da constante cosmologi-
ca, Einstein sugeriu, em 1931, que essa constante cosmologi-ca fosse abandonada.
Conta-se que ele teria dito, nessa época, que a introducao da constante cosmolo-
gica havia sido o erro mais grave de sua vida (RAY, 1990, p. 589).

Em 1932 Einstein e De Sitter publicaram um artigo conjunto, de apenas duas
paginas (EINSTEIN & DE SITTER, 1932). Nesse trabalho eles comentam a
falta de dados que permitam inferir se o espago realmente possui uma curvatura
e analisam um modelo do universo em expansao sem constante cosmoldgica. Des-
prezando também a pressao, ele obtém uma relacao entre as duas principais

grandezas observaveis: a densidade média do universo atual p e a constante de
Hubble H:

="

3
Utilizando para a constante de Hubble o valor de 500 km /s por megaparsec,
eles calculam uma densidade média para o universo de 4 x 10_2807”%, que era

o limite maximo da densidade que havia sido estimada por De Sitter um ano
antes. A curvatura do espaco nao podia ser determinada pelos dados disponiveis
e poderia ser nula.

Podemos tentar compreender o que se passava com Einstein nessa época,
14 anos depois da introducao da constante cosmologica, da seguinte forma. Em
1917, Einstein acreditava que as idéias de Mach eram fundamentais e que a teoria
da relatividade geral deveria satisfazer o principio de Mach. Essa foi uma das
motivagoes do seu trabalho cosmolégico. Além disso, a introducao do termo
cosmoldgico nas equagoes de campo foi necessaria para criar um universo em
equilibrio - que lhe parecia, na época, corresponder a realidade. Em 1931 esses
dois motivos ja nao existiam, pois Einstein havia desistido das idéias de Mach e
sabia que o universo estava em expansao. A terceira justificativa para introduzir
o termo cosmologico, em 1917, era puramente mateméatica: a generalizacao mais
natural das equacoes de campo de Einstein é obtida exatamente introduzindo
esse termo. No entanto, essa generalizacao era acompanhada por um defeito: a
constante cosmologica tinha um valor arbitrario, na teoria da relatividade geral,
o que reduzia a beleza da teoria (RAY, 1990, p. 597). Logo depois, o trabalho de

De Sitter mostrou ainda novos problemas: a teoria da relatividade com o termo
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cosmoldgico previa a possibilidade de um universo sem matéria mas com inércia
e com forcas repulsivas, contrariando as concepcoes béasicas de Einstein. Por
todos esses motivos, ¢ compreensivel que a posicao de Einstein tenha mudado
posteriormente. Mas nada disso justifica que ele se acusasse de haver cometido
um sério erro em 1917.

Pode ser que Einstein se culpasse por nao haver previsto teoricamente a ex-
pansao do universo. Segundo Abraham Pais, se Einstein nao tivesse introduzido
a constante cosmologica e tivesse imposto as condi¢oes de simetria e homogenei-
dade de 1917, ele teria verificado que as equacoes de campo eram incompativeis
com um universo estatico e poderia ter sugerido um modelo do universo em ex-
pansao. No entanto, deve-se notar que a previsao de um universo em expansao
por Einstein seria tao facil ou tao remota quanto a previsao de um universo em
expansao por Newton (RAY, 1990, p. 599). Afinal de contas, nos dois casos
(relatividade geral e fisica cléassica) a teoria parecia indicar a impossibilidade de
um universo estatico, e nos dois casos um universo em expansao resolveria o
problema. O fato historico é que nem Newton nem Einstein tiveram essa idéia.

Tanto nas décadas de 1930 quanto posteriormente, houve diferentes posturas
em relacao a constante cosmologica. Muitos fisicos seguiram o exemplo de Eins-
tein e consideraram que ela podia ser dispensada. Outros a mantiveram para dar
maior maleabilidade & teoria da relatividade geral, sob a forma de um parametro
ajustavel. Outros, enfim, consideraram que a constante cosmologica tinha um
papel essencial na fisica. Entre esses tultimos estava Eddington, que interpretou
a constante cosmoldgica como a base do proprio conceito de comprimento. A

posicao de De Sitter se manteve bastante cautelosa:

Logo ap6s o completamento da teoria |da relatividade geral|, certas
consideracoes de natureza filosofica ou metafisica levaram Einstein a
introduzir em suas equacoes uma certa grandeza representada pela
letra grega lambda e que ele chamou de “constante cosmologica”. E
verdade que a generalidade completa da teoria, do ponto de vista
matemaético, exige essa constante, mas ela poderia ser zero sem pre-
judicar a teoria: as equacgoes sao completas sem ela. Nao conhecemos
seu significado fisico exato e, até o presente, nao conseguimos ainda
penetrar as relagoes que a unem a outras constantes da fisica. A intro-
dugao dessa nova constante tem a aparéncia de uma complicagao inttil
e, na verdade, muitos fisicos a consideraram assim. Mas, por outro

lado, ela apresenta vantagens tao evidentes que foi adotada pela maio-

88



ria, mesmo antes que tivessem sido observados fenomenos suscetiveis
de serem explicados pelas equagoes contendo o termo lambda, mas
inexplicaveis sem ele. (DE SITTER, 1931, pp. 2-3)

Durante a década de 1930 a cosmologia se dividiu em duas linhas principais.
Uma delas comecou a investigar processos astrofisicos, tais como a condensagao da
matéria para formar galéxias, estudando também radiacao césmica e procurando
explicar a formacao dos elementos quimicos. Outro grupo se manteve estudando
as propriedades globais (geométricas e cinematicas) do universo, dentro do con-
texto da relatividade geral ou propondo alternativas (como a de Milne). Essa
segunda linha de pesquisa foi aos poucos se enfraquecendo, pois nao existiam
informacoes que permitissem escolher um dentre os varios modelos oferecidos.
A cosmologia relativistica tornou-se apenas um exercicio mateméatico (SMITH,
1990, p. 58).

Na década de trinta nao houve uma grande repercusao no avango da constru-
¢ao de modelos cosmologicos. Mesmo que ainda existindo alguns trabalhos no
tema, como por exemplo os de Tolman, o interesse declinou devido ao fato que
parecia ter sido esgotada a analise tedrica tanto de se existia ou nao a constante
cosmoldgica como por que o universo estava expandindo-se, e por sua vez, as
observacoes nao ofereciam nenhum avanco promissor. Foi s6 a partir de 1948
com o trabalho de Gamow (GAMOW, 1948) sobre o Big-Bang que a comunidade

cientifica marcou um grande avanco no referente ao “modelamento” do universo.
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Capitulo 4
O universo de Eddington

Logo no inicio da década de 1930, Eddington se fixou no modelo cosmologico
de Lemaitre-Eddington, e nunca mais o abandonou nem questionou. Como esse
modelo comeca com um universo de Einstein, que s6 pode existir se as equagoes
de campo incluirem o termo cosmologico, Eddington também nunca colocou em
davida a existéncia da constante cosmologica. Por varios outros motivos, ele
acreditava que a constante cosmoldgica era uma grandeza fisica fundamental,
determinando a curvatura do universo de Einstein e servindo de base para o
proprio conceito de comprimento.

Havia duavidas sobre o inicio do processo de expansao a partir do universo
de Einstein, e Eddington sempre admitiu isso: “Varios pesquisadores tentaram
examinar se havia alguma causa definida decidindo que o universo deveria cair
em um estado de expansao em vez de contracao; mas nao foi atingida nenhuma
conclusao decisiva” (EDDINGTON, New pathways in science, p. 220).

Em 1933, Eddington apresentou os principais parametros do universo da
seguinte forma (EDDINGTON, The expanding universe, pp. 96-97):

1. Velocidade de recessao das galaxias = 528 km/s por megaparsec

2. Raio inicial do universo (antes do inicio da expansao) (R.) = 328 mega-

parsec = 1068 milhoes de anos-luz
3. Massa total do universo (M) = 2,14 x 10 g = 1,08 x 10?> massas do Sol
4. Ntmero de protons do universo (N) = ntimero de elétrons = 1,29 x 10™
5. Densidade média inicial da matéria do universo (p) = 1,05 x 10 27g/cm?

6. Constante cosmologica A = 9,8 x 10~ *5cm?
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Apesar do nimero de algarismos significativos desses valores, Eddington aler-
tava que os b primeiros nimeros poderiam estar errados por um fator 2, e os dois
ultimos por um fator 4. Essas grandezas, evidentemente, estavam relacionadas
entre si (EDDINGTON, The expanding universe, p. 102-103).

B M
P~ orRy)
1
)\ — R_g
GM 1
2 =g

A velocidade de expansdo (ou, mais exatamente, a constante de Hubble) é

variavel, no modelo de Lemaitre-Eddington, mas seu valor maximo podia ser

calculado e era igual a (\/S'CRE) = \/g (EDDINGTON, The expanding universe, p.
103).

Conhecendo-se apenas uma dessas constantes do universo, todas as outras
podiam ser calculadas (com excecao da velocidade de recessdo, ji que apenas o
valor limite tinha uma relagdo exata com as outras constantes). Supondo que a
velocidade de recessao atual esta proxima do limite méaximo, era possivel calcular
todas as outras constantes a partir do valor medido por Hubble e Humason.

Parecia, portanto, que apenas faltava determinar de forma mais exata o valor
das constantes do modelo cosmologico. Nao havia mais nenhuma contribuigao

tedrica importante a fazer, se esse modelo estava correto.

4.1 O calculo teoérico das constantes do universo

Eddington praticamente nao participou do desenvolvimento posterior da cos-
mologia relativistica, pois ja estava envolvido com outro tipo de preocupagao.
Em torno de 1930, ele comecgou a dedicar-se a tentativa de deduzir teoricamente
certas constantes numéricas fundamentais da fisica. Essa linha de investigacao,
baseada em uma combinacao da teoria da relatividade com a mecéanica quantica,
foi inspirada pelo trabalho de Dirac sobre o elétron e utilizou métodos algébricos
inventados pelo proprio Eddington.

Ao longo de uma série de trabalhos, Eddington procurou determinar teorica-

mente, entre outras, as seguintes constantes adimensionais:

hc
2me?)

1. O inverso da constante de estrutura fina 0 para a qual obteve inicial-

mente o valor inteiro 136 e, depois, 137.
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2. A razao entre as massas do proton M, e do elétron m, para a qual obteve

inicialmente o valor % = % = 1849, 6 e, depois, o valor
40
M. 14+ 4/1— =%
M _ 0 1847, 60
m 40
1—y\/1— 3

3. Uma relagao entre grandezas cosmologicas e grandezas associadas as parti-
culas da matéria, associando o niimero total de particulas do universo N e
o raio de curvatura do universo de Einstein i com as massas do proton e

do elétron, carga do elétron e velocidade da luz:

e

pm c\2 VN
Ve () =%

M, +m -

4. Uma relacao entre o nimero de particulas do universo e a razao entre a forca

e2

(GMpm)

elétrica e a forca gravitacional entre um elétron e um proéton, F' =

que levou inicialmente & equacao

2

e 2
Fe_—% _ZUN
(GM,m) 7r\/_

e, depois, a uma equacao corrigida:

2 (1367

=—|-—| V5N
37 <137>

5. O “namero coésmico” N, que representa o nimero total de particulas do
universo ou, mais exatamente, o nimero de pares elétron-proton que cons-

tituem a matéria do universo, para o qual Eddington obteve inicialmente

valores aproximados como N = 1,4 x 10™ e, por fim, o valor

3
N = 5 X 136 2256 — 2.36216... x 10™

Esse tipo de pesquisa foi gradualmente se tornando o centro de seu trabalho.
Nos ultimos anos de sua vida, Eddington apenas se dedicava aquilo que denomi-
nou de “teoria fundamental”’, que deveria proporcionar uma base para toda a
fisica. Além de um grande ntiimero de artigos, publicou trés livros sobre sua
teoria:

Relativity theory of protons and electrons, 1936

The combination of relativity theory and quantum theory, 1943
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The fundamental theory, 1946

Essa ultima obra estava ainda incompleta quando Eddington faleceu e foi
preparada para publicacao por seu amigo Edmund Whittaker.

Nos primeiros anos, essa linha de trabalho de Eddington despertou grande
interesse e expectativa. Depois, no entanto, nao foi aceita pela comunidade cien-
tifica e é considerada, hoje em dia, apenas uma curiosidade do passado. Isso
nao impede, no entanto, que possua grande interesse historico, principalmente
porque essas idéias partiram de um pesquisador que mostrou enorme capacidade
em outras areas da fisica e que certamente nao estava senil. Jacques Merleau-
Ponty comentou que a parte mais dificil da “teoria fundamental” é a algebra dos

numeros-E ou “sedenions”, e que esta constitui um trabalho matematico correto:

Esses desenvolvimentos sao dificeis, mas seguros. Durante a vida de
Eddington e sobretudo depois de sua morte, foram consagrados nu-
merosos estudos sobre os niumeros-E. De acordo com o que sabemos,
os autores desses estudos nao assinalaram nenhum erro nem insu-
ficiéncia nos enunciados e demonstracoes de Eddington; esse fato,
embora puramente negativo, merece ser notado; ele mostra que nao
poderiamos atribuir a obscuridade dos escritos tardios de Edding-
ton a algum enfraquecimento de suas capacidades matemaéticas, a
algum “desarranjo” de sua logica. (MERLEAU-PONTY, Philosophie
et théorie physique chez Eddington, p. 98)

4.2 Eddington e a constante cosmolbgica

Em um universo de Einstein o raio de curvatura R do espago estd relacionado

com a constante cosmoldgica:

1
R=—
VA

Eddington obteve uma relacao semelhante a esta, com um significado mais
amplo, que o levou a interpretar a constante cosmolbégica como uma grandeza
fundamental do universo. O resultado matemaético foi apresentado pela primeira
vez em 1921 (EDDINGTON, 1921b), e depois, em uma versao mais correta, em
1922 (EDDINGTON, 1922a). Esta versao corrigida foi depois inserida no livro
The mathematical theory of relativity.

Uma superficie tem uma curvatura gaussiana K que é o inverso do produto

1
(R1R2)"

de seus dois principais raios R1 R2 de curvatura: K = No caso de um
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espaco-tempo genérico, ha uma generalizacao desse conceito, introduzindo o raio
de curvatura esférica como sendo o raio de uma hiper-esfera que tem a mesma
curvatura gaussiana que aquela superficie, no ponto considerado. Esse conceito
esta associado ao traco do tensor de Ricci (EDDINGTON, The mathematical
theory of relativity, p. 151).

Um espago-tempo riemanniano genérico contém 10 funcoes g,, das quatro
coordenadas. Ele pode ser representado como uma superficie de 4 dimensoes
em um hiper-espaco euclidiano, com 10 dimensées (coordenadas yq, ya, ...y10). A
partir da comparacao entre esses espagos, Eddington chega a um modo de calcular
a curvatura de uma superficie em qualquer diregao, como por exemplo, G(1) na
direcao de x;

G — %Ggu = %G(l)

Generalizando, ele introduz a quadrica

1
(GW — EG‘q”V) dz,dz, =3

a partir da qual se pode calcular a curvatura em cada direcao. Suponhamos que
o raio dessa quartica na direcao i seja igual a p;. Escolhendo-se a direcao, x| e

tomando-se o deslocamento dz, = (p1,0,0,0), teremos:

1
<G11 - §G911> P% =3
Por comparagao, vemos que
—G(1)P% =3

e, portanto,
6
Gy =—
W
Do mesmo modo, podemos calcular a curvatura em qualquer outra direcao
utilizando a quadrica acima (EDDINGTON, The mathematical theory of relati-
vity, p. 152).

Se partirmos da equacao de Einstein sob a forma:

1
G/w - Aguu = —k <T/w - §Tguu>
e a aplicarmos ao espago vazio, teremos:

G = A\guw
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Contraindo esta expressao obtemos GG = 4\, e portanto
1
G;w - §Gg;w = _)\guu

Multiplicando os dois lados por dz,dz, e comparando com a quédrica, temos

1
(GW - §Ggu,,> dz,dz, = 3 = —Agdr,dx,

Portanto,
3

2
—ds* = 3

Esta equacao pode ser interpretada como uma indicacao da constancia da
curvatura em todas as direcoes: em todos os pontos, no espaco vazio, o raio de
curvatura tem o valor constante \/g (EDDINGTON, The mathematical theory
of relativity, p. 153). Inversamente, se o raio de curvatura do espago-tempo é
o mesmo em todas as diregoes, no espaco vazio, entao a lei de Einstein (com a
constante cosmologica) é valida.

Note-se que o resultado nao é 6bvio, de modo nenhum, porque o espago vazio
nao precisa ser desprovido de campos gravitacionais e pode ter uma métrica
bastante complicada e assimétrica. No entanto, aparece uma curvatura do espaco
que é sempre a mesma, igual a \/g ,qualquer que seja esse campo.

Este resultado leva Eddington a oferecer uma nova interpretacao para a cons-
tante cosmologica. Primeiro, ele esclarece o que significaria, em principio, fazer
uma medida de curvatura do espaco-tempo em alguma direcao: seria preciso
comparar as propriedades do espaco com algum padrao de comprimento, colocado
na mesma direcao, no mesmo ponto do espaco. Portanto, o resultado acima obtido
poderia ser descrito desta forma: “o raio de curvatura em qualquer ponto e em
qualquer direcao mantém uma proporcao constante em relacao ao comprimento
de uma unidade material especifica colocada no mesmo ponto e orientada na
mesma dire¢ao” (EDDINGTON, The mathematical theory of relativity, p. 153).

Invertendo a relagao, Eddington obtém:

O comprimento de uma estrutura material especifica mantém uma
razao constante em relacao a curvatura do mundo no lugar e na di-

recao em que for colocada.

Ou seja: quando uma estrutura material qualquer é deslocada no espaco

(vazio) e colocada em qualquer ponto, em qualquer diregao, ela deve ajustar seu
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comprimento de tal forma a manter uma proporc¢ao constante com a curvatura
do espaco.

Imagine primeiro um universo no qual a curvatura, em relacao a algum padrao
(ndo-material) de comprimento fosse anisotropica. Um elétron inserido nele preci-
saria ter a mesma anisotropia para que pudesse obedecer as condicoes de equilibrio
que um elétron simétrico obedece no mundo isotropico. A mesma anisotropia
persistiria em qualquer estrutura material formada desses elétrons. Finalmente,
quando n6s medimos o mundo, isto é, fazemos comparagoes com estruturas ma-
teriais, a anisotropia ocorre dos dois lados da comparacao e é eliminada. A lei
da gravitacao de Einstein exprime o resultado dessa eliminagao. A simetria e
homogeneidade expressas pela lei de Einstein nao é uma propriedade do mundo
externo, mas uma propriedade da operacao de medida.

Deste ponto de vista certamente a constante A nao pode ser zero; s6 assim um
espaco vazio tem um raio de curvatura finito em relacao aos padroes familiares.
Um elétron nunca poderia decidir que tamanho deve ter a menos que existisse
algum padrao de comprimento independente dele mesmo, para que ele possa se
comparar. (EDDINGTON, The mathematical theory of relativity, p. 154)

Portanto, a constante cosmologica estabelece o raio de curvatura \/g de um
espaco vazio e representa o padrao de comprimento em relagao ao qual todos os
outros comprimentos devem ser comparados. Dessa forma, para Eddington, o
termo cosmologico deixa de ser uma adicao ad hoc da teoria de Einstein e passa

a ser essencial, nao podendo nunca desaparecer das equacoes de campo.

4.3 A relacao entre o universo e o A&tomo

A mesma idéia reaparece em muitos trabalhos de Eddington, sob varias formas.
Vamos acrescentar mais alguns aspectos, a partir de uma obra de 1935: New

pathways in science.

2

A constante cosmica é o agente que estd por tras do fenomeno de
recessao das galdxias. Mas é também o agente que esta por tras de
muitas outras coisas. Alguns anos atras eu me convenci fortemente
que nestas descobertas astronomicas nos recessos remotos do espago
no6s capturamos a chave para os mistérios do proton e do elétron. Tudo
o que fui capaz de desenvolver desde entao confirma minha conviccao.
No espaco esférico, aqueles que comecam em uma dire¢ao devem se

encontrar por fim com os que comecaram na direcao oposta. Da
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mesma forma, na ciéncia, os astronomos que caminharam em busca do
inconcebivelmente grande estao agora encontrando os fisicos atomicos
que foram em busca do inconcebivelmente pequeno. (EDDINGTON,
New pathways in science, p. 222)

Eddington coloca, em seguida, a relagao entre o mundo microscopico e macros-
copico de uma forma bastante simples. Se dissermos que o universo se expande,
essa expansao deve ser medida em relagao a algum padrao de comprimento, que
pode ser um corpo material ou alguma grandeza atomica. “Mas se o universo esté
se expandindo em relagao a esses padroes, todos esses padroes estao encolhendo
em relacao ao universo. A teoria do universo em expansao é também a teoria do
atomo que encolhe” (EDDINGTON, New pathways in science, p. 223).

Em principio, a teoria fisica poderia prever uma contracao do atomo, em vez
de uma expansao do universo e, é claro, teria que aparecer na teoria da con-
tracao do atomo alguma grandeza que desempenhasse um papel semelhante a
constante cosmologica. De certa forma, portanto, deve existir uma relagao entre
a teoria da expansao do universo e uma teoria suficientemente geral para prever a
contracao das dimensoes atomicas. “Assim, deveriamos ser capazes de nos aproxi-
mar da constante cosmologica através da teoria do atomo (ou mais explicitamente
através das equacoes da teoria quantica que determinam o tamanho dos sistemas
de pequena escala) tanto quanto pela teoria do universo” (EDDINGTON, New
pathways in science, p. 223).

O raciocinio de Eddington pode parecer estranho, mas tem uma boa funda-
mentacao. Ele estd simplesmente generalizando a idéia que fundamenta a teoria
da relatividade. As medidas fisicas devem ser relacoes ou comparagoes. Nao hé
sentido em falar sobre tamanho absoluto - todos os tamanhos sao relagoes entre
tamanhos - e, portanto, nas teorias fisicas fundamentais, s6 deveriam aparecer
razoes entre comprimentos e nunca comprimentos isolados. As equacoes relativas
ao atomo devem ser capazes de estabelecer uma relacao entre suas dimensoes e
alguma outra grandeza fisica dotada de tamanho, mas nao devem ser capazes de

estabelecer um tamanho absoluto, sem comparacao com nada.

Temos que reconhecer portanto que aquilo que chamamos de pro-
priedades do elétron sao propriedades combinadas ou relacoes entre
o elétron e algum outro sistema fisico que constitui um sistema de
comparac¢ao. Pois um elétron por si proprio nao tem propriedades.

Se ele estivesse totalmente sozinho, nao haveria nada que pudesse ser
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dito sobre ele - nem mesmo que ele ¢ um elétron. (EDDINGTON,
New pathways in science, p. 225)

Podemos perceber nesse tipo de raciocinio uma motivacao semelhante a que
havia dirigido o trabalho de Ernst Mach e de Einstein (até 1920). No entanto,
Eddington nao pensa propriamente em interagoes como a causa das propriedades
de um elétron. Ele pensa que é impossivel conceber uma grandeza sem um termo
de comparacdo. E um principio epistemologico e nao uma suposicao sobre um
processo fisico.

Mesmo se aceitarmos esse raciocinio, poderiamos pensar que a teoria fisica
poderia estabelecer uma relagao entre as propriedades do elétron e de algum
outro objeto microscopico, e nao necessariamente uma relacao com o universo.

No entanto, Eddington tem um argumento contra essa possibilidade:

Na fisica atual a equacao mais fundamental é a equacao de onda
do elétron. Supoe-se usualmente que ela descreve apenas o elétron.
Mas vimos que isso seria desprovido de sentido - nao ha nada para
descrever. Ela descreve a relacao entre o elétron e um objeto ou sis-
tema fisico de comparacgao; e embora o sistema de comparacao nao
seja mencionado, podemos perceber facilmente que ele deve ser o uni-
verso - nao o universo real, mas o universo idealizado fazendo-se um
arredondamento dos campos eletromagnéticos e gravitacionais. Pois
se estivessem envolvidos objetos de comparacao locais, a mecanica on-
dulatoéria precisaria, por seus proprios principios, utilizar uma equacao
mais complicada com uma dupla funcao de onda para exibir as re-
lagoes observaveis envolvendo o elétron e aquele objeto. (EDDING-

TON, New pathways in science, p. 226)

Portanto, Eddington acredita que a teoria de Dirac do elétron deve conter,
escondida, uma relacao entre o elétron e o universo. Ocorre, porém, que na teoria
do elétron todas as constantes sao conhecidas, enquanto na teoria cosmoldgica
havia uma constante (\) desconhecida. De alguma forma, comparando a equagao
do elétron com a teoria cosmologica, deveria ser possivel encontrar o valor da
constante cosmologica (EDDINGTON, New pathways in science, p. 227).

No entanto, o procedimento nao era tao simples assim. Primeiramente, se-
gundo Eddington, era necessario corrigir a teoria quantica, ji que esta nao era
relativistica (EDDINGTON, New pathways in science, p. 227). Poderiamos adi-

cionar: seria também necessario corrigir a teoria da relatividade, que nao obedece
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aos principios quanticos. Nessa época, Eddington nao pensava nesse outro as-
pecto, mas ao desenvolver a tltima versao de sua teoria trabalhou também nesse

outro extremo.

4.4 As constantes fundamentais da fisica

Tendo argumentado que todas as grandezas importantes devem ser relativas - ou
seja, razoes entre grandezas do mesmo tipo, Eddington analisou as constantes
fisicas fundamentais e procurou relagbes numéricas (adimensionais) entre elas,
pois apenas essas constantes numeéricas poderiam ter um significado teorico mais

profundo.

A natureza é medida por seu proprio padrao. Assim o significado
de nossas constantes fisicas estd nas razoes puramente numeéricas que
estao contidas nelas. (EDDINGTON, New pathways in science, p.
230)

Como constantes fisicas fundamentais, Eddington indicou as seguintes
(EDDINGTON, New pathways in science, p. 230):

e ¢ = carga do elétron

e m — massa do elétron

M = massa do préton

e h = constante de Planck

e ¢ = velocidade da luz

e (G — constante gravitacional
e )\ = constante cosmoldgica

Note-se que ele estava incluindo as constantes basicas da teoria da gravitacao,
do eletromagnetismo e da teoria quantica. A termodinamica ou a teoria das
forcas nucleares nao aparecem contempladas nesta lista.

Todas as constantes escolhidas por Eddington possuem dimensoes que podem
ser representadas em funcao de comprimento, tempo e massa. Assim, combi-
nando essas sete constantes é possivel substituir essas constantes por outras sete,

trés das quais tendo dimensoes respectivamente de comprimento, de massa e de
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tempo, e outras quatro sendo adimensionais. Eddington indicou quatro combi-
nagoes adimensionais que lhe interessava discutir (EDDINGTON, New pathways

in science, p. 232):

M he e? 2rc [ Mm
(Q)E (0) ome? (c) GMm (d)T A

(a) é a razao entre as massas do proton e do elétron, que se sabia ser apro-
ximadamente igual a 1840; (b) é a constante de estrutura fina, cujo valor era
aproximadamente 137 |na verdade, da-se o nome de “constante de estrutura fina”
ao inverso deste nimero, ao contrario do que Eddington fazial; (c) é a razdo entre
a forca elétrica e a forca gravitacional entre um elétron e um proton, cujo valor
¢ de aproximadamente 2,3 x 10%; e (d) é uma razao mais complicada, entre um
comprimento de tipo atdmico e o raio de curvatura natural do espaco, com valor

aproximado de 1,2 x 10%.

A partir dessas quatro constantes é possivel evidentemente, por multiplicacao,
divisao e exponenciagao, obter muitas outras constantes adimensionais, mas qual-
quer delas sera uma combinagao dessas quatro (EDDINGTON, New pathways in
science, p. 232). Se a teoria pudesse proporcionar os valores de quatro constantes

adimensionais, teria atingido o maximo que pode ser feito.

Eddington acreditava que o célculo tedérico das constantes poderia depender
de unificagoes de teorias. No eletromagnetismo, por exemplo, havia uma cons-
tante (a razao entre as unidades de carga eletrostatica e eletromagnética) que
tinha dimensoes de velocidade e valor experimental proximo ao da velocidade
da luz. Com a unificacao entre eletromagnetismo e Optica, essa constante se
tornou idéntica a velocidade da luz, reduzindo assim uma constante bésica da
fisica. Da mesma forma, a teoria do corpo negro de Planck reduziu o nimero de
constantes necessarias para descrever as varias leis da radiacao. A existéncia de
4 constantes adimensionais indicaria o grau de unificacdo que ainda faltava na
fisica (EDDINGTON, New pathways in science, p. 234).

As constantes (c) e (d) tinham valores muito altos e proximos entre si. Edding-
ton suspeitou - como outras pessoas - que nao poderia ser uma coincidéncia a
existéncia de nimeros tao grandes e semelhantes. Supo6s que a base dessas cons-
tantes fosse algum nimero associado ao universo como um todo (EDDINGTON,

New pathways in science, p. 234).
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4.4.1 A constante de estrutura fina

Uma das constantes adimensionais era a constante de estrutura fina, 27’:22 . Edding-

ton considerava essa constante como a razao entre duas unidades de acao. A

h
2w

mesmas dimensoes e deve também representar uma acao. Ja em 1914, Lewis

e2

constante representa 0 quantum de agao de Planck, e a grandeza < tem as

e Adams haviam sugerido que deveria existir uma relagdo simples entre essas
grandezas (LEWIS & ADAMS, 1914, p. 97). A relagao sugerida foi:

"
g2 ,/8nd

c V15

Os autores utilizando o simbolo ¢’ para representar a carga elétrica no sistema,

de Heaviside, sendo ¢” = 4me. Fazendo a substituicao, teriamos:

hc 2
= 1672y — =1
5o 67 15 37,35

No caso do trabalho de Lewis e Adams, a “deducao” nao se baseia em ne-

nhuma teoria fisica, mas apenas em consideragoes geométricas e dimensionais. A
argumentacao de Eddington foi completamente diferente.

Eddington comentou que a grandeza % também representava uma unidade
de ag¢do, com o seguinte significado: quando dois elétrons (ou um proton e um
elétron) estdo a uma distancia r, a energia potencial entre eles & V' = % (em
unidades eletrostaticas), e a luz demora um tempo ¢ = * para ir de um até o

outro. Multiplicando essa energia por esse tempo obtemos a unidade de agao
2

2 , . N ~ L, . T
< = £, que esta associada a interagao entre cargas elétricas. Dividindo %
2 .
por & obtemos 2% que vale aproximadamente 137 e que representa portanto a
c 2me

razao entre o quantum de agao de Planck e a unidade de a¢ao relacionada com a
interagao entre dois elétrons (EDDINGTON, New pathways in science, p. 235).

Assim, em todos os problemas que envolvem particulas e radiagao -
matéria e éter - temos que tratar com dois sistemas construidos em
escalas diferentes, construidos de atomos de acao de tamanhos dife-
rentes. A teoria atual nao tenta explorar o significado dessa diferenca
de escala; simplesmente a aceita como um fato empirico e introduz
uma constante de estrutura fina para dar conta dela. Mas isso nao
pode ser o limite final para o progresso. Somos desafiados a encon-
trar uma teoria unificada de particulas elétricas e radiacao na qual a

acao do tipo eletrostatico e a acao do quantum sao buscadas até suas
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fontes. Entao seremos capazes de compreender por que um pertence a
um atomo que é 137 vezes o outro atomo, e realmente perceberemos
essa razao tao claramente quanto percebemos que a circunferéncia
de um circulo é 3,14159... vezes seu diametro. (EDDINGTON, New
pathways in science, p. 235)

O modo pelo qual Eddington tentou calcular o valor da constante de estrutura
fina variou ao longo dos anos. Deve-se notar que a exposi¢cao que estamos apre-
sentando aqui é de 1935, varios anos depois de suas primeiras tentativas. Pode

ser que ele pensasse de forma completamente diferente no inicio de sua pesquisa.

Como 2Z22 = 137, podemos escrever a energia potencial de um par de elétrons
e2 1 hec P . . . . 1 .
como & ou como —=-%. Pode-se assim dizer que a energia potencial entre dois
r 137 27r

elétrons é 1/137 do valor que esperariamos que houvesse, levando em conta a
existéncia do quantum de Planck. A idéia basica de Eddington é que a energia
QhT"; estd distribuida entre 137 graus de liberdade do sistema de dois elétrons, e que
apenas um desses graus de liberdade é a distancia entre as duas cargas. Assim
apenas 1/137 da energia fica relacionada a energia potencial eletrostatica.

O conceito de grau de liberdade utilizado por Eddington é abstrato e nao
corresponde ao da fisica classica. Ele introduz a teoria de Dirac do elétron,
observando que ha certos simbolos associados a esse sistema do tipo EF, onde E
se refere a uma das particulas e F se refere & outra. Ha 16 tipos de simbolos E
e outros 16 tipos de simbolos F, possibilitando 16? = 256 combinacoes diferentes

EF. Dessas 256, 120 sao indistinguiveis entre si. Ha, por isso, apenas 256 —

120 = 136 combinagoes diferentes possiveis EF. Portanto, a energia pode se
distribuir de 136 modos diferentes, e cada um desses modos corresponde a ﬁZthr

(EDDINGTON, New pathways in science, p. 237).

Nesta obra, que nao é técnica, Eddington nao mostra como calcular esses
nimeros, apenas indica a idéia geral que esta por tras dos calculos.

O proprio Eddington indica em seguida que essa andlise permite explicar o

surgimento do niimero 136, mas nao 137. De fato, sob o ponto de vista historico,

he
2me?

Eddington havia primeiramente calculado que a constante seria igual a 136,
e sO depois chegou a 137. De certa forma, ele esta indicando nesse livro os passos
que seguiu em sua pesquisa.

Para introduzir o 1372 grau de liberdade, Eddington faz consideracoes sobre
a estatistica de Fermi-Dirac. Primeiramente ele faz uma comparacao com um
fenomeno cléssico: o movimento de um elétron é influenciado pela presenca de

outro (pelas forgas eletrostaticas) e, por isso, a probabilidade de encontra-lo em
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certo estado vai depender da presenca de outros elétrons. Quando sao estudados
apenas dois ou poucos elétrons, faz-se uso dessas forgas eletrostaticas para estudar
suas influéncias. Por outro lado, em andlises estatisticas, com grande nimero de
particulas, a diferenca entre o comportamento entre um conjunto de elétrons e
um conjunto de atomos classicos é dada pelo tipo de estatistica a qual os elétrons
obedecem (a estatistica de Fermi-Dirac). Eddington vai afirmar que os dois tipos
de teorias sao andalises diferentes de uma mesma interagao e que é possivel unificar
os dois enfoques (EDDINGTON, New pathways in science, pp. 239-240). Em
seguida, Eddington da o passo fundamental: ele reinterpreta a for¢a coulombiana
entre dois elétrons como sendo uma conseqiiéncia da impossibilidade de distinguir

dois elétrons entre si:

E bem conhecido que a estatistica de Fermi-Dirac é uma conseqiién-
cia do fato que as particulas envolvidas nao podem ser distinguidas
uma da outra. Mas a origem da interacao deve ser a mesma, seja
quando a exprimimos por uma nova estatistica ou pela concepcao de
forca. Se a estatistica de Fermi-Dirac surge da troca de particulas
indistinguiveis, as forcas de Coulomb também. Portanto a energia
de Coulomb é a energia de troca. Isso d4 uma indicacao clara sobre
a linha a ser seguida ao fazer um célculo tedrico do seu valor, ﬁ
Devemos realizar para duas cargas o que Fermi e Dirac parecem ter
realizado para um grande niimero de cargas; quer dizer, devemos estu-
dar em detalhe o modo pelo qual as probabilidades relacionadas com
um sistema de duas particulas sao afetadas pelo fato que nao podemos
distinguir uma particula da outra. (EDDINGTON, New pathways in
science, p. 240)

Prosseguindo sua analise, Eddington conclui que além dos 136 graus de liber-
dade associados as 136 diferentes combinacgoes dos simbolos EF que caracterizam
um par de elétrons, é necessario introduzir um 137 grau de liberdade associado a
possibilidade de troca entre os dois elétrons. Tratar os dois elétrons como distintos
significa estabelecer a impossibilidade de que eles se aproximem indefinidamente
e ocupem o mesmo lugar. Tratar os dois elétrons como indistinguiveis significa
que um deles pode ocupar o lugar do outro, possibilitando assim um tipo de
movimento que era impossivel no outro caso. Isso, segundo Eddington, introduz
um novo grau de liberdade no sistema, permitindo passar de 136 para 137 graus

de liberdade. Assim, 1/137 da energia do sistema esté relacionada ao “movi-
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mento” neste grau de liberdade, que esta associado justamente ao movimento
radial (reducdo de distancia entre os elétrons) e a energia Coulombiana.

Esta é apenas uma descricao qualitativa da teoria de Eddington, que permite
termos uma idéia geral sobre o seu método de trabalho. Mas nao se pode avaliar
o trabalho de Eddington ou criticd-lo apenas a partir desse tipo de descri¢ao, que
aparece em uma obra de popularizacao. Sabemos que qualquer teoria, quando é
popularizada, sofre simplificacoes e distorcoes. Se tentassemos avaliar a propria
teoria da relatividade a partir de obras de divulgagio (mesmo as melhores delas),
a teoria deveria ser considerada insatisfatoria e até ridicula. E interessante indicar

que, na mesma época do primeiro trabalho de Eddington sobre o assunto, outros

he
2me? ”

entanto, em vez de propor algum fator puramente numeérico, introduziram uma

comparacao entre % e a razdo entre as massas do proton e do elétron (BOND,

1930, p. 995):

autores sugeriram também relacoes para calcular Essas outras propostas, no

Mp
Perles (1928) ¢ = —n_
Fiirth (1929) 4 = 150 tm)

Com os dados disponiveis na época, Bond calculou que a primeira relacao
(de Perles) coincidia com as medidas experimentais com um erro relativo de
apenas 1,6 partes em 1.000, porém nao tinha nenhuma base tedrica, devendo ser
interpretada apenas como uma coincidéncia. A segunda relagao (de Fiirth) tinha
uma concordancia pior, com uma diferenca relativa de 1,2% que era 18 vezes

maior do que o erro provavel das medidas (BOND, 1930, p. 1001).

4.4.2 A massa do elétron

Outra das constantes fundamentais, adimensionais, é a razao entre a massa do
elétron e a do proton. Para tentar deduzir essa razao, Eddington parte da seguinte
idéia: a equacao de Dirac de um elétron envolve a massa dessa particula. Porém,
a massa de uma particula isolada nao tem sentido - apenas se pode falar de
razoes entre massas, ou de relacoes entre a massa do elétron e outras massas do
universo. Se a equacao do elétron envolvesse alguma outra particula com a qual
ele estd interagindo, apareceria a razao entre suas massas na equagao. No caso
da equagao de um tnico elétron, a sua massa deve ser, na verdade, a razao entre
a massa do elétron e alguma massa associada ao universo como um todo, e a
equacao do elétron deve ser, na verdade, uma equacao que relaciona o elétron
com o universo, mas em que o universo aparece de forma “disfarcada”. Eddington

procura por isso determinar em que condicoes uma equagao de onda descrevendo
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dois corpos (o universo e um elétron) pode ser transformar na equagio do elétron
(uma tunica onda) e encontra a seguinte condicdo (EDDINGTON, New pathways
in science, p. 247):

10m* — 136mmgy + mg = 0

Nessa equagdo, my é uma massa cosmica (que ndo é a massa do universo),
que serve como padrao de comparacao para a massa m do elétron.
Resolvendo a equacao de segundo grau, Eddington obtém dois valores posi-

tivos:
M =13, 593m, m = 0,07357Tmy

Como o valor dessa massa cosmica de referéncia my nao é determinado pela
teoria, nao se pode encontrar o valor de m, porém Eddington divide um valor
pelo outro e obtém 1847,6, que é o valor experimental da razao entre a massa
do proton e a do elétron (EDDINGTON, New pathways in science, p. 247).
Assim, Eddington identifica as duas raizes dessa equagao de segundo grau com
as duas particulas fundamentais do universo (nessa época, pensava-se que nao
havia outras particulas fundamentais).

Para a propria massa de referéncia, Eddington proporciona uma anélise apro-
ximada, baseando-se na seguinte idéia. No universo ha N particulas, distribuidas
ao acaso em um espaco de raio R. Considerando-se que a incerteza da posicao de
cada particula é da ordem de R, o centro de massa dessa distribuicao tera uma
incerteza da ordem de \/%. Pelo principio de Heisenberg, haverd uma incerteza de
momento associada a essa incerteza de posicao, que serd da ordem de dp = %\/—Rﬁ
Eddington associa a esse momento uma massa da ordem de ‘%” e considera que
essa é a massa cosmica de referéncia mg (EDDINGTON, New pathways in science,
p. 249):

_ h VN
" 2r R

O proprio Eddington comenta que nao estava muito seguro sobre esse calculo,

myo

mas que supunha que a idéia geral estava correta, podendo no entanto haver
a necessidade de alguns ajustes de detalhes (EDDINGTON, New pathways in
science, p. 249). Utilizando os valores experimentais conhecidos para a massa
do proton, é possivel calcular mgy. Utilizando o valor do raio do universo de
Einstein obtido a partir de dados astrondémicos, Eddington avaliou o nimero N
de particulas do universo como sendo da ordem de 107, o que era coerente com
os dados a respeito da massa das galaxias e sobre o tamanho do universo, na
época (EDDINGTON, New pathways in science, p. 250).
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4.4.3 As constantes envolvendo grandes ntiimeros

Como vimos, duas das constantes adimensionais de Eddington tinham valores da

ordem de 10*’: as constantes (c) e (d):

Recordemos que (c) é a razdo entre a forca elétrica e a forga gravitacional

entre um elétron e um proton, e (d) é uma razao entre um comprimento de tipo
atomico e o raio de curvatura natural do espaco.

Alguns autores ja havia feito sugestoes sobre as constantes fisicas adimensio-
nais com altos valores. Hermann Weyl havia sugerido que o raio de curvatura do
espaco-tempo R, o raio elétrico do elétron R, e o raio gravitacional do elétron
R, formariam aproximadamente uma progressao geométrica (BOND, 1930, p.

1003), ou seja:

R R,
E = R—g ou RRg = R2€

Os raios do elétron eram definidos igualando-se a energia potencial eletros-
tatica ou gravitacional de uma carga e com a energia de repouso do elétron,

obtendo-se:
Re:e_Z Rg:Gm2_Gm

mc? mc? c?

Portanto, a sugestao de Weyl conduzia a uma relagao parecida com a constante
(c) de Eddington:
R, e?

R, - Gm?

Outro autor que ja havia sugerido uma explicacao para um dos grandes

nimeros foi Fiirth, que em 1929 apresentou a relagao (BOND, 1930, p. 996):

he T

_ 32
2(M, +m)*G 2 (16)

Como hc pode ser substituido pela constante de estrutura fina f multiplicada

por i—g, essa constante proposta por Fiirth poderia ser escrita:

fe? 1
(M, + m)2G 2(16)32

Essa constante tem uma semelhanga com a constante (c) de Eddington. E
interessante indicar que a relagao de Fiirth proporcionava um excelente resultado,

quando comparada com os dados experimentais (BOND, 1930, p. 1002).
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Nessa época (1935) Eddington tinha davidas sobre como calcular as cons-
tantes (c) e (d), pois a massa de referéncia do universo mg entrava na dedugao
(EDDINGTON, New pathways in science, p. 252). No entanto, ele indica que a
razao entre as constantes (c) e (d) seria igual a @ que é aproximadamente igual

a 3,02. Quanto as duas constantes isoladamente, Eddington apresenta formulas

em que elas dependem do nimero de particulas do universo:

© o=
GMm 7

As constantes (c) e (d) eram, portanto, da ordem de grandeza da raiz quadrada

do nimero de particulas do universo.

Eddington pensava, nessa época, que o nimero total N de particulas do uni-
verso poderia ser uma constante impossivel de determinar teoricamente (EDDING-
TON, New pathways in science, p. 252).

Para satisfazer os dados observacionais, ele considerava que o valor aproxi-
mado de N seria de 2 x 107, sendo 107 elétrons e 107 protons. Embora, nessa
época, nao tivesse proposto nenhum modo de prever N teoricamente, Eddington
indicou que Fiirth havia indicado que 2 elevado a 256 era aproximadamente igual
a 10" e que talvez o ntimero de particulas do universo tivesse alguma relacio com
2256 Tsso parecia uma conjetura interessante, mas nao havia nenhuma teoria que
indicasse essa relacio (EDDINGTON, New pathways in science, p. 253). Alguns

anos depois, Eddington obteve o resultado:

N:gx136><2256

4.5 Relacao entre observacoes e teoria

As duas primeiras constantes obtidas por Eddington foram (a) a constante de
estrutura fina (137) e (b) a razao entre a massa do proton e a do elétron (1847,6).
Esses valores eram muito proximos dos valores experimentais conhecidos na época
(diferengas menores do que 1%), mas nao eram exatamente iguais, e as diferengas
eram bem maiores do que os erros experimentais das medidas (EDDINGTON,
New pathways in science, p. 250). Seria isso uma evidéncia de que a teoria estava

errada?
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O fisico William N. Bond havia feito uma cuidadosa comparacao entre os

dados experimentais e a teoria. Em 1930 ele havia concluido que as medidas

disponiveis eram compativeis com o valor exato 27’:22 = 137 (BOND, 1930, p.
1002). Em um segundo artigo, revendo todos os dados disponiveis, comparando
os métodos e calculando os erros, concluiu que os dados experimentais indicavam
um valor compativel com o de Eddington (BOND, 1931, p. 637):

hc

2me?

= 137,01 + 0,05

Nesse mesmo artigo, no entanto, Bond concluiu que a previsao de Eddington
para a razao entre as massas do proton e do elétron nao era satisfatoria. Ele

obteve, a partir da analise dos dados experimentais, o seguinte valor:

M
—P —1846,5+ 0,4
m

O valor teorico de Eddington (nessa época) era % = 1?32 = 1849,6 - que

diferia dos dados experimentais por mais de 6 vezes o erro provavel das medidas
(BOND, 1931, p. 640).

Eddington alterou logo depois a deducao da razao entre as massas do proton

e do elétron, obtendo o novo valor tedrico 1847,6. Este valor era satisfatorio,
considerando os dados experimentais (BOND, 1932, p. 379).

Posteriormente o proprio Bond chegou a conclusao de que existiam realmente
discrepancias significativas entre as medidas e as previsoes de Eddington. No
entanto, o proprio Bond sugeriu que aquilo que se mede no laboratério pode
nao ser idéntico aquilo que a teoria esta estudando. A discordancia entre a
teoria de Eddington e os dados desapareceria se fosse feita a suposicao de que
os métodos experimentais de medida da massa do elétron dessem resultados que
fossem 137/136 vezes a massa “verdadeira” do elétron, ou se o valor das medidas
de % para o elétron fossem multiplicados por 137/136. Nesse caso, a concordancia
entre os valores tedricos e experimentais das duas primeiras constantes (a) e (b)
era perfeita (EDDINGTON, New pathways in science, p. 251).

Eddington considerou que a sugestao de Bond poderia ser correta. Talvez
a analise que relaciona as observacoes a massa do elétron contivesse um erro -
exatamente o mesmo fator que estava errado na anélise inicial de Eddington - e,
por isso, nao se podia comparar diretamente os resultados experimentais com a
teoria.

No intuito deste capitulo, a seguir, faremos uma revisao dos principais artigos
de Eddington relacionados a forma com que Eddington encontra, segundo ele,

por argumentos puramente teoricos o valor das constantes da natureza.
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4.6 Um tratamento simétrico da equacao de onda

EDDINGTON, A.S. A symmetrical treatment of the wave equation.
Proceedings of the Royal Society 121: 524-542, 1928

No seu primeiro artigo sobre o tema, Eddington apresenta uma teoria de
matrizes, baseado na analise do estudo da teoria do elétron de Dirac (DIRAC,
1928 (a), 1928 (b)) e no comentario de Darwin (DARWIN, 1928) a respeito da
forma nao simétrica das equacoes de Dirac e na afirmacgao deste de que, mesmo
sendo invariantes sob as transformacoes de Lorentz, elas nao estavam construidas
em forma tensorial. Com esta motivacao, Eddington constréi uma base matricial
que lhe permite olhar para um espaco de 16 dimensoes a partir do produto de
matrizes 4x4 visando escrever uma equacao de onda de primeira ordem, equiva-
lente & de Dirac, mas expressa em forma simétrica e tensorial, da qual vai se valer
depois para encontrar, por “resultados puramente teéricos”, o valor das que ele
chamou constantes da natureza, abordadas na introducao deste capitulo.

J& que esta teoria de matrizes configura-se como fundamental para o entendi-
mento teérico da obra de Eddington que analisaremos no presente capitulo, faz-se
necessario nos determos numa apresentacao do desenvolvimento mateméatico que

estrutura a teoria. Comecaremos pela definicao matricial.

4.6.1 Matrizes quadri-ponto

A base desta teoria matricial sao matrizes e tensores em quatro dimensoes.
Partindo deste ponto o seguinte paso ¢ a definicao de 4 matrizes, S,, Sg, S5, S5,

estruturadas a partir da configuracao dos eixos em duplas.
a=12,34 g =13,42 v = 14,23.

Os pontos (1,2)(2,1)(3,4)(4, 3) foram chamados pontos «, (1,3)(3,1)(4, 2)
(2,4) de pontos f3, etc. Os pontos restantes (1,1)(2,2)(3,3)(4,4) sao os pontos ¢.
A matriz S, é definida como a matriz com elementos iguais a 1 nos pontos « e

zeros em qualquer outro lugar, as outras matrizes sao definidas de modo anélogo.

0100 0010 0001
1000 0001 0010

S, = Sy = S, =
0001 1000 0100
0010 0100 1000
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1 000

0100
Ss =

0 010

0001

Eddington também define outras matrizes, diagonais, dadas por:
D,=(1,1,-1,-1) Dg=(1,-1,1,-1) D,=(1,-1,-1,1)

Ds = (1,1,1,1)

O conjunto de propriedades destas matrizes é deduzido a partir das diferentes
relacoes!

Soe =D, =18,5 =8, D,Dsg =D, S2=1D2=18,Ds = —D3S,
SaDg = DyS,

Dentro desta estrutura se define um fator (ab) tal que

(ab) = +1 se a=9 ou b=19¢ ou a=1b
(ab) = -1 em qualquer outro caso.

Obtendo-se assim uma, outra forma de expressar o resultado da multiplicacao de
matrizes

SaDs = —D3Sq  SaDg = DaSa

através de

SaDy = (ab)DyS, (a,b=a,B,7,0) S,Sy = S,9, D,D, = DyD,.

4.6.2 Solucao de tensores

Fazendo os produtos S,D; encontra-se um conjunto de 16 matrizes das quais 4
sao matrizes o (SoDq, SaDgs, SaD~, SaDs(= Sa)), 4 5, etc. Estes 16 produtos
tém a particularidade de serem independentes, i.e., nao existe uma identidade
linear relacionando-os.

Segue-se que uma matriz qualquer de quatro linhas e colunas pode ser expressa

na forma

> tanSaDy (4.1)
ab

Os 16 coeficientes arbitrarios t,, proporcionam todos os valores possiveis dos

16 termos da matriz, e como os S, D} sao linearmente independentes, as equacoes

1O mesmo pode ser verificado permutando a, 8, mas nio 4.
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determinando os t também sao independentes. Assim qualquer tensor T,, de
segunda ordem pode ser representado pelos 16 coeficientes ¢,
Seja Ty’ um tensor misto, sua transformacao para este sistema ¢ dada por
T/c _ al'lc 3xb a
d Oxe 9x'd”?
Essa relacao pode ser escrita de forma matricial, representando por k e k' as

matrizes dos coeficientes de transformacao e representndo o tensor por 7T'

T' = kTK (4.2)
onde
kk'=1 (4.3)
4.6.3 Rotacoes
A transformacao
x1 = cosf — xlysinf r3 = xhcosf — ) sin
Ty = x sinf + x4, cos O xy = xysinf + z! cos 0

representa rotagoes através de um angulo € nos planos (z;x9) e (z324), k sendo

. ) : « o,
da forma obtido através da lei de transformagao de tensores T = T, gi;’ S com
n T
_ Oz ! — 81':/
kuw = ar © K = 551
k = cos® —sinf.5,Dg (4.4)

Sua transformacgao inversa, sendo uma rotacao através de —6:
k' = cosf +sin6.S,Dg

O termo “rotagao” com um significado generalizado é utilizado de tal maneira

que inclua qualquer transformacao da forma?

k = cosf + sin Q.i(ef)%SeDf
k' = cos — sinB.i(ef)2S, Dy

Sob estas consideracoes encontram-se 16 rotacoes as quais correspondem as
matrizes S, Dy para (ef) = —1 e iS.D; para (ef) = +1.

20 argumento para incluir o fator i(ef )% ¢é entendido olhando para a transformacao unitéaria
kk' =1.
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Rotagao de um tensor. Tomando o primeiro caso (ef) = —1, vamos consi-
derar o que acontece quando se aplica a rotagao S.Dy em um tensor misto 7).

Analisando o tensor, expresso nas suas componentes t,,, obtemos
Z tSaDy = Z (tapSaDy(cos® @ — (af)(be)(ef) sin® ) (4.5)
ab
+ SaSeDyDy((af) — (be)) sin 6 cos 6)

Neste arranjo distinguimos dois grupos de termos®:
Grupo 1 (af)(be) = +1. Se (ef) = —1, o lado direito de [4.5] fica:

Z tapSaDy(cos? O +sin® §) + 0

Conclui-se, apés a andlise que, sob esta transformagdo, os termos permanecem
inalterados.
Grupo 2 (af)(be) = —1. Apos a anélise encontramos que o lado direito de

[4.5] adquiere agora a forma
> " tap(SaDy cos(20) £ SoSeDyDy sin(26)) (4.6)

Seguindo um raciocinio igual ao anterior e igualando os coeficientes das ma-

trizes a ambos lados de [4.5] obtemos

t!, = tap c0S(20) F tqsin(20)
t, = Ftepsin(20) + t.4cos(20) |

do qual concluimos que uma transformacao com estas caracteristicas pode ser
vista como uma rotagao através de um angulo 260 no plano dessas componentes.

Agora, no caso (ef) = +1, a rotacao ¢S, Dy, d& os mesmos resultados, mas a
rotacao circular é agora entre t,, e it.4, equivalente a uma rotacao hiperbolica ou

transformacao de Lorentz de ¢4, e t.q.

4.6.4 Termos perpendiculares

Na subse¢ao anterior deduzimos que a rotagao ScDy (ou iS.Dy) deixava o termo
t.p inalterado se
(af)(be) = +1 (4.7)

enquanto que tg, seria rodado com um termo conjugado t.4 como em [4.6] se

(af)(be) = -1 (48)

3Esta distingao segue-se da informagao adotada acerca do (ef).
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Ademais, c e d estao determinados por*
Se. = 5,5, Dy = DyDy
Agora, olhando para o que acontece se aplicamos S, a D, e Dy, a S. obtemos

(ad) = (ab)(af)  (bc) = (ba)(be)

Portanto se fizermos uma rotagao S,D;, sobre S.D; obtemos

(ad)(bc) = (ab)(ab)(af)(be) = (af)(be),

E desta forma®

(ad)(bc) = —1 (4.9)

Dois termos que satisfazem a condigao [4.9] sao chamados ortogonais ou per-
pendiculares. As duas matrizes correspondentes também sao ditas perpendicu-
lares.

Olhando os termos t,, como as coordenadas num espaco de 16 dimensoes onde
dois eixos coordenados definem um plano de coordenadas se encontra que alguns
dos planos de coordenadas num espaco de 16 dimensoes sao possiveis planos de
rotagdo e outros nao. De fato, esta afirmacdo pode ser vista a partir de [4.5]. Se
olhamos para uma rotacao dada (excluindo S;D;) encontramos que esta roda 8
dos termos t,, e deixa os outros 8 inalterados. O mesmo acontece se olharmos
para um termo dado (excluindo s5), este é rodado por 8 das 16 possiveis rotagoes

SeDy e fica inalterado pela agdo das outras 8 (ver tabela em anexo).

4.6.5 Conjuntos mutuamente perpendiculares.

Um conjunto de elementos mutuamente perpendiculares é definido como um con-
junto que cumpre a seguinte condig¢ao: dados trés termos p, ¢, r perpendiculares

entre si, uma rotacao no plano pg deixa r inalterado. De fato, sejam
P = San q = SaSeDbDf r = SgDh

tal que a rotacao de pg corresponda a S.Dy. Lembrado que r é perpendicular a

p e ¢® obtemos

(ah)(bg) = =1 (ah)(eh)(bg)(fg) = -1 = (eh)(fg) =+1

4Das propriedades da multiplicacio matricial dadas na primeira subsecdo.
SPela condicao [4.8] de que dois termos estejam conjugados em rotagao.
6Pela propriedade de perpendicularidade [4.9].
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que é a condigdo [4.7] que a rotacdo S.D; deixa SyD), inalterada.

Devido ao fato que existem s6 8 rotagoes que deixam um termo inalterado
conclui-se que nao mais de cinco termos podem formar um conjunto mutuamente
perpendicular.

A seguir construiremos a tabela dos conjuntos com cinco elementos mutua-
mente perpendiculares. Para sua construcao olhamos cada dois termos perpen-
diculares e escrevemos as duas listas de 8 termos perpendiculares a cada um.
Nestas listas encontramos que ha trés termos comuns as duas, perpependiculares

entre si’. Os seguintes sdo os seis conjuntos

Conjuntos perpendiculares

Sa Sa Sg Sg Sy Sy
Dy D, D, D, D, Dg
iSyDg 1SgD, iS,D, 1S,D, 1SgD, iS,Dg
1SaDy 1SaDg  1SgD, 1SgD, 1S,Dg iS,D,
SyD, SgDg SyD, i5,D, 1SsDg SoDyq

As matrizes com o fator 7 sao as matrizes antissimétricas.

Da tabela acima Eddington formula o que ele chamou Teorema do acopla-
mento, mais tarde utilizado na construcao da equacao de onda. Ao multiplicar
um conjunto por um dos seus termos S, D, se obtém um outro conjunto contendo
SaDy, exceto que S, D, é substituido pela unidade (EDDINGTON, p. 530, 1928),

destruindo a perpendicularidade.

4.6.6 Propriedades invariantes

Consideremos o tensor 1" o qual tem componentes correspondendo aos cinco ter-

mos do primeiro conjunto, i.e.,

tas, tsa, ityg, 1y, Ty (4.10)

as outras 11 componentes sao todas nulas. Eddington escreve estas cinco com-
ponentes (incluindo os i) como ¢y, ts, t3,4,t5 € as enxerga como coordenadas em
um espaco 5-dimensional.

Substituindo it, como a quarta coordenada, Eddington obteve um universo

que é como o espaco-tempo, no que este admite transformacoes de Lorentz de

"Na realizacao deste exercicio encontra-se quatro termos comuns s6 que um dos quatro corres

ponde & raiz.

114



acordo com a teoria especial da relatividade. Essas transformacoes sao garantidas
pelas propriedades de rotacao, que ja foram discutidas, e que podem ser inter-
pretadas como transformagoes de Lorentz em alguns casos. Os dois i em [4.10]
indicam que o t-universo teria necessariamente 3 dimensoes como o espaco e 2
como o tempo. Isto dependeria de correlacionar valores reais ou imaginarios de
um t,, particular com variaveis fisicas reais quando se interpretavam as formulas
fisicas. Os i em [4.10] lhe representaram uma forma de relacionar o t-espago e o
4-espago inicial, relacao esta que Eddington chamou de -espago (EDDINGTON,
p. 531, 1928).

Na procura de uma equacao tensorial da forma

T4, = 1, (4.11)

a qual deve ser vilida para qualquer transformacao linear de v, Eddington define

agora o quadrado de um tensor num espaco de 5 dimensoes.

4.6.7 O quadrado de um tensor no 5-espaco

Na construgao do quadrado do tensor os termos S, Dj, (incluindo i se esta presente)
de um conjunto perpendicular sao denotados por Ey, Es,...E5, e o tensor 1" é

apresentado na forma
T - tlEl + thg + t3E3 + t4E4 + t5E5 (412)

Onde os FE; sao cinco elementos mutuamente perpendiculares. Pelas propriedades

do produto de matrizes e perpendicularidade respectivamente,
El=1 EE,+EE =0 (4.13)
Se os t forem s6 algébricos obtemos
T? =] +t5+ 15+t + 12 (4.14)

Mas se os t contém operadores os quais nao comutam, deve ser adicionado o
produto
B\ Ey(tyty — taty)

Um caso interesante a considerar é quando t5; nao contém tal operador, mas
2
t17t27t37t4 =1V +V7

onde V é algébrico. Sob estas consideragoes encontramos os termos produto na

forma

ZEIEZ(V X V)12 (415)
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4.6.8 A equacao de onda

Mas o intiuito de Eddington era encontrar uma equagcao linear cujos coeficientes
admitissem transformacoes correspondendo as transformacoes de Lorentz da teo-

ria da relatividade especial. Sob essas condicoes ele adotou
Ty =0 (4.16)

sendo T da forma [4.12]. Na sua andlise, chama a atengao para o fato que a
unica critica que podia ser feita a esta escolha era que ordinariamente so se re-
conheciam quatro variaveis (as coordenadas do espaco e do tempo) admitindo as
transformacoes relativisticas enquanto que sua equacao era uma, forma relativis-
tica em cinco variaveis. Eddington se libera da hipotese de que tendo escolhido
E., E>, E5, Ey perpendiculares, se estaria livre para escolher qualquer matriz como
Es; seu argumento parte da base de que a equagao [4.16] ndo é invariante se as
rotacoes internas das primeiras quatro coordenadas alteram ¢5. Portanto a quinta
matriz seria nao perpendicular as seis rotacoes entre E, Fy, F3, Ey; esta matriz
seria a condigao rigorosa para limitar esta a Fs5 ou 1, a unidade sendo nao perpen-
dicular a qualquer rotagao. Sob estas restrigoes ao multiplicar [4.16] por Es, pelo
teorema do acoplamento, encontra-se que todos os termos sao perpendiculares.
Assim as duas alternativas correspondem a escrever a equagao em duas formas
equivalentes 7'y = 0, E5Ty = 0.

Sob as consideracoes anteriores a equacao de onda de segunda ordem foi escrita
como

T*y =0 (4.17)
sendo esta satisfeita se [4.16] fosse satisfeita. Por [4.14]:
(2 + 12 4+ t2 + 15 + £ + termos nio comutativos)y = 0 (4.18)

Olhando para a equacgao de onda de segunda ordem ortodoxa

82 82 82 32 m2c2
(-5~ 5~ 5 T ) 0 o

por compara¢ao com [4.18] se identifica

L im0
YT ox Y

O passo seguinte é olhar para problemas mais gerais onde o vetor potencial

ts = mc

electromagnético V' aparece junto com o operador gradiente, tal que

(1, to, by, its) = iRV2 + (D) 15 = me (4.20)
C
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Usando [4.15] se obtém

. (4)
, h
T?p = t3 + 15 +t2 — (ity)> + m*c? + (ﬁ) ZEuEv(V X V) ¢ b =0
1

C

(4.21)

onde (—iFE}) foi usado no lugar de (E;). A equagao linear é dada por

Ty = {[ihV2 + (S)V](Eh E,, Es, —iEy) + mcE5} =0 (4.22)

4.6.9 Identificacao dos F

A tnica restricao na identificagao dos E com matrizes particulares S, D, esta
basseada na condic¢ao de que eles formem um conjunto perpendicular.

A equacao de onda de Dirac na notacao de Eddington é expressa como
(_tIS'yDa — t2i57D7 — t35ﬁD7 + t4iDa + mCl)T/) =0

Aqui estd a importancia dos conjuntos mutuamente perpendiculares. Lem-
bramos que quatro coeficientes formam um conjunto perpendicular e, neste caso
o quinto membro, S, foi substituido pela unidade. Assim se multiplicamos por

S obteremos® novos coeficientes os quais formam um conjunto perpendicular.
(t1Sa Do — t21So Dy — tDy 4+ 14355 Dy + t555)1) = 0 (4.23)

E este o argumento que Eddington utiliza para mostrar que a equacao original
de Dirac sob sua teoria é equivalente ST = 0.

Dentro das vantagens atribuidas para sua teoria Eddington comeca chamando
a atencao para a liberdade total de escolha das matrizes mais adaptadas ao pro-
blema a ser considerado. Neste caminho procura nao introduzir mais coordenadas

imaginarias que as necesséarias e para isto considera a identificacao
[t1S + toDy 4+ 135, Dy + (it4) Sa. Dy + (imc)SgDylth = 0 (4.24)

Devido ao fato de (ity) corresponder ao tempo real as tnicas quantidades
imagindarias nesta equacao sao (imc) e o operador gradiente imaginario em [4.20).
No exame da natureza dos termos extra na equac¢ao de segunda ordem [4.21] se

encontra que:
(4)

iy B.E,(VxV)
1

8Pelo teorema do acoplamento.
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a expressao toda é imaginaria ja que o rotacional é real, e com sua tltima restri¢ao
[4.24] os E1, Fy, E3,1E, também sio reais. Enquanto que na identifica¢do de Dirac
h& uma mistura de termos imaginarios e reais. De fato, na teoria de Dirac os
termos magnéticos x e z sao reais e 0os termos y imaginarios, e inversamente para

os termos eléctricos.

Um outro aspecto fundamentando a importancia da sua teoria encontrou-o
analisando 72 como a equagao de segunda ordem no lugar da forma usual 7"7)
onde T" era derivada de T trocando o sinal do termo do tempo. Para Eddington
a introducao de duas diferentes funcoes era desnecessaria, por causa de, na sua

teoria, T'T ser um quadrado perfeito. De [4.13] encontramos que
—TE4 - E4TI

Assim

(EsT)? = E\TE,T = —E,E\T'T = -T'T

4.6.10 Equacao de onda para dois elétrons

Dentro dos argumentos de Eddington encontra-se que existe outra forma de apro-
ximacao a equacao de onda a qual tem a vantagem que nao considera uma quinta
dimensao. Seus esforcos desta vez encaminham-se nesta direcao, o ponto de vista
inicial foi a avaliagao de m, a massa propria do elétron.

Sua pesquisa neste sentido baseia-se em olhar para entidades que possuam
uma certa caracteristica: a invarianca da massa, m. Reconhecendo que as ma-
trizes deviam ser introduzidas, associou m com uma matriz Fs arbitrariamente
escolhida; entao quaisquer quantidades fisicas relativas estariam associadas com
outras matrizes em um caminho tal que suas rotagoes mutuas deixassem FEjy in-
variante e permitissem que m retivesse sua invariancia. Isto requeria que elas
estivessem associadas com as oito matrizes perpendiculares a F5. A teoria ma-
tricial de Eddington o guiou a escolher essas matrizes. Tomando E, Fs, E3, E,

desde um conjunto mutuamente perpendicular, as outras seriam
1 - E5E1 El = E5E2 Elg = E5E3 Efl - E5E4

como dadas pelo teorema do acoplamento. Assim a forma geral da equagao de

onda linear na qual m é invariante quando os outros coeficientes sao transforma-
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dos, foi apresentada’

T = {(t1Ey + toEy + t3Es + t4Ey) + (8, E] + t4Ey + t3 By + t4Ey) + 2mcEs} ¢ =0
(4.25)
Provisoriamente Eddington supds que Ty = 0 era a equagao para um sistema
contendo dois elétrons.
Nos seus trabalhos posteriores esta deducao para a equacao de dois elétrons
nao foi mais utilizada. Percebe-se que o método de Eddington consiste em criar
estruturas algébricas com propriedades equivalentes as grandezas fisicas que quer

representar e ajusti-las em equacgoes semelhantes as que ja eram conhecidas.

4.7 A carga do elétron

EDDINGTON, A.S. The charge of an electron. Proceedings of the
Royal Society, A, 122: 358-369, 1929.

Continuando nossa andlise vamos estudar seu segundo artigo no qual Edding-

hc
2me?

Enquanto que seu primeiro artigo ocupa-se do problema de um elétron, o

ton comeca enfatizando o fato da razao de ser um nimero puro.

segundo sugere a andlise do problema de dois elétrons. Para tal é introduzida
uma repulsao elétrica entre eles, que representa um fator especial modificando
a probabilidade de distribuicao a priori. Assume ademais que eles obedecem a
estatistica de Fermi-Dirac e que ha uma correspondéncia entre a interacao elétrica
e essa estatistica.

Na justificativa de olhar para a equacao de onda para dois elétrons (ou um

he
2me??

elétrica manifestar-se s6 na interacao de pelo menos duas cargas, portanto, é

elétron e um proton), e portanto para o argumento provém do fato da carga
pouco util considerar somente um elétron.

O valor experimental de 27’% ja tinha sido medido por Millikan e foi encontrado
o valor 137, 1. Mas a proposta inicial de Eddington é desenvolver argumentos para
mostrar que seu valor era de 136. Dentro das suas concepgoes nao cabia pensar
que os defeitos se encontravam na teoria e nao em um erro experimental, por isso,
apesar da discrepancia ser grande com relagao ao valor experimental, empreendeu
seu trabalho na busca de comfirmar suas hipoteses. Seu argumento baseou-se no
principio de exclusao e na estatistica de Fermi-Dirac, segundo o qual as fungoes

1 pertencendo a um par de elétrons deviam ser antisimétricas. Uma das suas

YEddington admite ter posto o fator 2 no ttimo termo de uma forma especulativa.
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hipdtese era que, combinado com a teoria da relatividade, o principio de exclusao
guiava de uma maneira nao forcada para o valor de 136, que é o niimero de termos
simétricos na matriz 16 x 16.

Sua dedugao estd fundamentada em trés fortes premissas (EDDINGTON,
1929, p. 358.):

1. O principio de exclusao descreve uma interacao mutua de dois elétrons e
é improvavel que exista um outro tipo de interacao independente; assim,
se corretamente formulado, este compreende todas suas interacoes e desta

maneira pode-se determinar o valor de e.

2. Sua formulacao natural conduz a termos que correspondem com aqueles

atribuidos a carga elétrica na equacao de onda

3. A determinacao do coeficiente numérico desses termos depende do niimero

de graus de liberdade atribuidos ao sistema

Esta dltima premissa levou Eddington a procurar construir uma teoria em
que aparecesse um nimero de graus de liberdade igual ou semelhante ao niimero
obtido experimentalmente (137).

Uma vez convencido que esta era a linha de ataque correta, Eddington vai ser
levado a um niimero de graus de liberdade sugeridos pelo valor observacional, mas
nao igual, neste caso 136, e arranjou os fendmenos em um esquema de acordo com
o numero requerido; apontando que este era um tipo de exercicio no qual pequenos
erros eram improvaveis, i.e., poder-se-ia hesitar entre 10 e 136 e 256, mas nao entre
136 e 137. Ele queria dizer que no esquema teérico aparecem alguns sistemas com
dez componentes independentes (por exemplo tensores simétricos 4 X 4) e outros
nimeros como 136 e 256 poderiam ter uma justificativa matemética simples, mas
137 nao é um nimero que apareca naturalmente. Mas também fortaleceu seu
argumento para as convergéncias que levariam a este resultado através da anéalise
do seu artigo anterior (EDDINGTON, 1928, pp. 524-542), segundo o qual os eixos
identificados com aqueles do espaco e do tempo na teoria macroscoOpica seriam
uma selecao de um conjunto de dezesseis. De fato, se o problema a considerar se
limita ao espaco dos 16 seria 6bvio que o nimero de graus de liberdade apropriado
era 136, isto deduzido do seu artigo anterior.

Uma outra hipotese proposta neste trabalho é a de que ao invés de postular

0

a estatistica de Fermi-Dirac em adicdo a carga elétrica!? era necessario postular

a carga elétrica como um outro lado da estatistica de Fermi-Dirac.

. 2 . N . . .
10Tsto por causa de que o termo da energia r%, devido a carga, introduz uma singularidade na
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Olhando para a indistinguibilidade, Eddington frisou o fato de nenhum feno-
meno fisico ser afetado trocando a identidade de dois elétrons. Portanto, se sua
formula exibisse os dois elétrons com uma identidade estabelecida, a convencao
estaria no mesmo patamar que uma escolha especial dos eixos do espaco e do
tempo. Sua hipotese aqui era que se poderia conceber uma ampliacao do princi-
pio da relatividade que admitisse, em adicao a rotacao do espaco e do tempo,
uma “rotacao” que troca a identidade de dois elétrons.

Mas sobre esta visao uma dificuldade se origina na hora de representar a
posicao de um par de elétrons no espago e o tempo por oito coordenadas.

Sejam ¢ e ¢' as coordenadas de dois elétrons e e /. Suponhamos que ¢ = a e
¢’ = . Considerando que os dois elétrons sao indistinguiveis, a situa¢ao («, ) é
idéntica a (3, «@). Nao entanto, pelo principio de exclusao, as fungoes ¢ estariam
relacionadas pela transformacao

(e, B) = =¥ (B, a) (4.26)

Portanto, em vista da nao clareza ao invés de se continuar atribuindo duas
fungdes de probabilidade ¥ («, ) e (8, a) a um par de elétrons, adotou-se uma
funcao tnica

U = (e, B) = (g, q) (4.27)
incluindo os dois. Sendo # uma coordenada do par de elétrons relativa ao sistema
de referéncia'’, quando 6 fosse incrementado em 7 a identidade dos dois elétrons
seria trocada. A forma [4.27| representava assim a expressao analitica do principio
de exclusao.

O raciocinio de Eddington o leva a argumentar a necessidade da introdugao
da sua teoria matricial. De fato, na hora de se olhar para a teoria de Dirac se
encontra que existem quatro fungoes v para um elétron e portanto 16 para dois.
Portanto isto exige uma extensao de [4.27] e é aqui onde entram as matrizes. Ja
que

0

e = cosf + isinf.1

A generalizacao foi dada por

cosf +isin 0.E,

equagcao de onda para ri; — 0, e isto evita que a equagao seja satisfeita por qualquer autofungao
finita simétrica; as fungdes antissimétricas se salvam por causa de que para elas ¢y = 0 para
12 = 0.

1 Mas no lugar de estar relacionada aos eixos particulares do espaco e do tempo estava

relacionada & assinalacao de identidade para os dois elementos do par.
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onde £/, ¢ uma das 16 matrizes do seu artigo anterior. Nao obstante, as matrizes
correspondendo ao problema dos dois elétrons seriam duplas e convenientemente

Eddington as notou como E, E!. Assim [4.27] ficou agora escrita como:
U =R(0,E,E)){(q,q) = (cosf + isin0.E,E,)(q,q) (4.28)

Sob a hipotese de que aumentando f em 7 se inverte o sinal de ¥, Edding-
ton argumenta que, pelo principio de exclusao, a identidade tradicional dos dois
elétrons teria sido trocada.

Para fortalecer seu argumento Eddington tomou as rotagoes da teoria da
relatividade especial como seu ponto de partida. Assim, quando v fosse rodada
um angulo, os eixos do espaco e o tempo seriam rodados o duplo do angulo (como
no caso do artigo anterior). No caso particular quando o angulo duplo fosse 27
(ou seja, @ = ) os marcos de referéncia do espago e tempo retrocederiam a sua
posicao inicial. Que significado poderia ser atribuido ao fato de que ) tivesse
como tnica representacao a metade da revolucao? A resposta foi que esta parte
do sistema de referéncia, que nao estava relacionada a um local no espaco e no
tempo mas estava relacionada a assinalacao de identidades separadas para os
elétrons indistinguiveis, realizava s6 a metade do ciclo; matematicamente houve
uma mudanca de sinal mas, ao mesmo tempo, retornamos a situacao inicial.
Assim aparecem ao mesmo tempo a propriedade de indistinguibilidade (voltou-se
a situacao inicial) e do principio de exclusao (houve mudanca de sinal). Assim,
associando a inversao da identidade com a inversao do sinal de 1) por esta metade
de revolucao Eddington diz ter alcancado o principio de exclusao.

Considerando 72 como sendo a distancia entre os dois elétrons e 6 como

0
r1200

simbolico, no mesmo sentido em que 3% também era um momento simbolico.

como um momento

o angulo girado em torno de r;s Eddington assumiu

Esses simbolos devem ser aplicados entre U* e W:

0
—U
0x
19

T12 o0

Por [4.33] se obtém a segunda expressdao como sendo

w*

v

o (-L)w

12

concluindo que i seria um momento simbolico.
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Para a expressdo matricial correspondendo [4.28] se obtém:

ov
5 = (—sinf +icos0.E,E)(q,q")
= iE,E,(cosf+isin0E,E,)(q,q")
_ B (129
Mas (E,E,)? = 1. Portanto o momento simbélico, comparavel com &, é
BB () (4.30)
T'12

De acordo com o momento [4.30] uma rota¢do em R no plano E,E;, deve ser
multiplicada pela probabilidade % de R estar neste plano, assim que estatistica-
mente a componente do momento deve ser

?
E,E —— 4.31
15 Vn’f'lg ( )

Esse termo foi interpretado por Eddington como uma tensao, e identificado
entao com o potencial eletrostitico entre os dois elétrons %

Note-se que aqui Eddington introduziu, sem comentérios, a hipotese mais
importante: de que existe uma probabilidade % de que a rotacao R esteja no
plano E,E;, e que isso vai afetar o valor medido desse momento asociado a 6. E
aqui que vai aparecer depois o nimero 136.

Diferente do seu artigo anterior, onde apresenta as quatro fungao de Dirac
distinguidas por sufixos, neste artigo Eddington tomou os sufixos como os quatro
valores possiveis de uma quinta coordenada u. Assim para dois elétrons se teriam
duas coordenadas u e u/, dando dezesseis combinagoes. As matrizes F, sendo
operadores de intercambio atuando em u, e distinguiu operadores similares F,
atuando em u'. O operador de intercambio geral foi dado por E, E]. Esses dois
fatores foram considerados comutativos e £, ou E; em casos especiais foram
tomados como sendo a matriz 1.

A equacao de onda para um elétron, encontrada no seu artigo anterior, é

reescrita sob estas consideragoes como:

th 0 0 0 0
HUY =< —(F E E E = 4.32
{277( 16x1+ 28x2+ 38x3+ 48x4+m6)}¢ 0 (432)

onde Fy, F,, E3 e E; formam um conjunto perpendicular, e o quinto membro Fjs
poderia ser usado, no lugar de 1, como o coeficiente de mec. As equacao separadas

dos dois elétrons, com o mesmo spin, foram escritas como:

Hipo=0  HY,=0
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Multiplicando por 1, e por v, respectivamente e somando encontra-se
(H + H ) atp, =0 (4.33)

A equacao de onda dos dois elétrons, desta vez considerando a interacao, é escrita

comao.

2
{H FH' (BBt BB+ BB+ E@@)} o0 (434)
12

Eddington fez entdo uma comparagao entre a equagao de um elétron [4.26]

. , . . 2
e a de dois elétrons [4.28|. Na primeira aparece 21, na segunda aparece . As
™ C

constantes sao totalmente diferentes mas devem estar relacionadas.

Na busca do argumento para o valor da constante de estrutura fina esta ex-

pressao toda foi dividida por % e se subsitutiu 2222 pelo nimero % de [4.31].
Eddington tomou seu valor numérico como sendo 1—;)6, segundo ele o tinico nimero
provavel, suficientemente perto do valor experimental que era ﬁ Sob estas
condicoes, a equacao foi escrita como:
4 . .
0 0 1 i 4mime
E,— + E! - —F,E —)— U =0 4.35
{Z( "o, Pox! 136" ”7”12) h (4.35)
p=1 H
Para Eddington isto mostrava que além do momento % o qual aparecia
In

quando os elétrons eram tratados separadamente, ele teria incluido certas com-
ponentes do momento  calculado em [4.31]. Esta seria uma forte confirmagao da
sua visdo que na introducdo do fator R(6, E,E]), para expressar o principio de
exclusao em uma maneira relativista, ele tinha introduzido todo o necessario para
descrever a influéncia matua de dois elétrons. Desta forma comparando [4.31] e
[4.35] obteve n = 136.

Qual a interpretacao teodrica do nimero n = 1367 A probabilidade de que
uma dada rotacao R esteja no plano E,E] é % onde n é o nimero de planos
diferentes nos quais a rotagao pode ocorrer. Como E,FE, = E E,, hi apenas
16 4+ 120 planos diferentes de rotacao, portanto n = 136.

A partir deste ponto nao vamos mais seguir os detalhes da teoria de Eddington.
Vamos apenas indicar as hipoteses basicas de cada trabalho e os resultados mais

importantes.

4.8 Interacao de cargas elétricas

EDDINGTON, A.S. Interaction of electric charges. Proceedings of the
Royal Society, A, 126: 696-728, 1930.

124



Logo depois de ter apresentado seu trabalho sobre a carga do elétron Edding-
ton apresenta seu terceiro artigo como uma conseqiiéncia dos seus dois trabalhos
anteriores. No artigo anterior (EDDINGTON, 1929, pp. 358-369) Eddington
2me? _ 1

;;i = 136- Seu
proposito era substituir as analogias da dinamica classica na teoria por uma base

propos a teoria do elétron a qual o guiou ao valor da constante

geométrica mais satisfatoria. Pois em um problema deste tipo, relacionado com
a questao do significado dos métodos da teoria quantica, era pouco provavel que
a finalidade fosse alcancada em uma segunda tentativa. Desta forma justificou a

publicacao do seu terceiro artigo arguindo seu progresso.

. , 2 .
No seu artigo sobre a carga do elétron o valor encontrado para 27};*; foi de
ﬁ. Nele Eddington observa que, como este representava o nimero de graus

de liberdade de um sistema, pequenos erros seriam improvaveis; nao obstante

neste seu terceiro artigo ele admite ter cometido um erro, e encontra um novo

2me? . 1 A
he ¢ 137- oeus argumentos provem do fato que os 136 graus de

liberdade seriam uma generalizacao das rotacoes e translagoes no espago; mas

valor para

seria uma caracateristica de um par de elétrons que eles possuiam um grau de
liberdade especial diferente dos outros o qual nao teria analogo na teoria do
elétron simples, i.e., uma alteracao da distancia entre eles. Portanto, segundo
Eddington, visto que as 136 seriam rotacoes relativas ao sistema de referéncia
utilizado, o grau de liberdade impar representaria a alteracao de uma quantidade
absoluta (o intervalo). Segundo sua visao, o erro encontrado na primeira teoria
nao estava tanto em “passar por alto” este grau de liberdade (este tinha aparecido
como a rotacdo a qual trocava a identidade dos dois elétrons) sendo em nao

reconhecer sua diferenca dos outros.

2me?
hc

estrutura algébrica apresentada no seu primeiro artigo (EDDINGTON, 1928, 524-

estd baseada na

Sua anélise para obter o “novo valor” para a constante

542). Mas Eddington introduz varias complicagoes, como rotagoes infinitessimais.

A transformacao infinitessimal basica é
U’ = exp(i©)¥

onde © é uma matriz cujas componentes sao matrizes:

16

0= > 6,E.FB,

won=1

Aparecem entao 136 combinagoes simétricas

1
Y = §(EME,'/ + E,,EL)
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e 120 combinacgoes antissimétricas
1 ! !
Cuw = §(E#El, — E,,Eu)

As transformacoes ¢, sao proibidas pelo principio de Fermi-Dirac. Eddington
parte do fato da representacao da equacgao para dois elétrons, com interacao, na
qual o deslocamento de um elétron foi dado como dz!, dxf,, dx}y, dx!; pelas rotagoes
dx

/
5

etc. Sendo essas as rotagoes do espago de um elétron e, o outro permanecendo
imutéavel, estas refeririam-se também a transicao de dois elétrons nao interatuando
para elétrons interatuando.

Eddington compara esta representacao com a relacao entre o elemento linear
e angular provenientes da sua anélise da origem da métrica e da relagao entre r

e A, sendo r a distancia propria entre as cargas e A visto como um raio vetor.
dz = \df (4.37)

As duas equacoes se referiam a duas concepgoes um pouco diferentes de dzx.
Em [4.36] dz' foi vista s6 como uma diferenga de coordenadas, ndo uma longi-
tude em um sentido métrico. Esta teria s6 as propriedades relativisticas de uma
coordenada retangular e nao as propriedades métricas.

O seguinte passo foi tomar
xL =i\ (4.38)

com o fim de fazer as duas equacdo concordarem. Desta manera a diferencial dx

seria a0 mesmo tempo, uma coordenada diferencial e um elemento de compri-

mento.
Analisando a relacao \ = &272'7", obtida na sua interpretacao da métrica, e
[4.38], Eddington encontrou
137

Finalmente apresentou a equacao de onda para dois elétrons como

B + EQ%+...+E{3%+E;%
i(E\E, + BoE) + BB + BB ¢ V=0

+ 208 — o

trocando aqui Ei5 por Ei.
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A conclusao de Eddington foi que o ultimo termo dava a interacao de dois

ZZiz era de ﬁ Eddington além de

tentar explicar a constante de estrutura fina, obteve um novo resultado. Se um

elétrons e mostrava que o valor da constante

sistema de dois elétrons tem 137 graus de liberdade e se for criado um sistema
rigido com duas cargas (um elétron e um proton), o grau de liberdade associado
a distancia entre as cargas se perde e ficam 136 graus de liberdade. Isso deve

corresponder a uma perda de energia (e de massa de —), e a massa do sistema

137
136

multiplicada por {57. Eddington sugere que isso poderia explicar o defeito de
massa do ntucleo de hélio - mas que a explicacao seria aproximada, porque o

ntcleo nao é rigido.

4.9 Nota preliminar sobre a massa do elétron,

o proton e o universo

EDDINGTON, A.S. Note on the masses of the electron, proton and
the universe. Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, 27:
15-19, 1931.

No seu quarto artigo Eddington diz ter melhorado sua teoria da constante

27’:22 sem ter feito nenhuma alteracao ao valor 137 obtido no seu trabalho ja pu-
blicado em 1930 (EDDINGTON, 1930 (a), p. 696). E declarou que este avango

foi devido a luz que lhe trouseram os fundamentos da mecanica quantica no livro

de Dirac. Com um conhecimento pleno da teoria do 137, lhe foi possivel discernir
oportunidades de extensao em véarias direcoes. Embora elas estivessem no seu
estado rudimentar, Eddington acreditava que ja que a teoria parecia dar correta-
mente os valores, ou aproximados ou exatos, das massas do elétron, o atomo de
hélio e o cosmos em termos da massa do proton; ele estava indo na linha certa.
Ademais para Eddington, o principio de “ignoracao dos graus de liberdade” dos
quais dependiam as predi¢oes numeéricas estaria fortemente sugerido pela teoria
da constante 137. Se sua visao fosse correta, a tnica constante arbitraria da
natureza seria o ntimero de particulas do universo (se este nimero fosse arbi-
trario). Somente varios anos depois Eddington se convenceu de que até mesmo
esse nimero podia ser calculado teoricamente.

Eddington comecou seu artigo considerando duas cargas iguais em diferentes
pontos do espaco-tempo, e as rotulou com os nimeros 1 e 2. Chamou de s o

intervalo do tempo proprio medido desde 1 até 2. Se s for real, esse intervalo troca
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de sinal (s por —s), intercambiando-se as particulas; e por continuidade analitica
o intercambio deveria também trocar s por —s quando s fosse imaginario, i.e.,
quando o intervalo entre as duas particulas fosse do tipo espago. Agora, pela
estatistica de Fermi-Dirac o intercambio dos rotulos das duas particulas também
trocaria ¥ por —W. Na sua teoria do 137 Eddington enxergou este como um caso
especial de uma transicao continua, a funcio de onda sendo ¥e. Similarmente o
inverso de s foi visto como devido as transformacoes continua do intervalo se? ou
se~ ™ O intercambio completo ocorre incrementando # de 7. Este intercambio
seria uma troca do ponto de vista, nao um movimento de cargas.

10 0.

Dois casos se originariam conforme se o intervalo for se’” ou se~
1. ¥ =cte.

S
2. Us=cte.

Eddington afirmou que as duas possibilidades corresponderiam a cargas de sinais
opostos.

Eddington chamou a atencao ao fato de que as transformacoes ¥* seriam
as mesmas que as de W. Isto seria impossivel se ¥* e ¥ fossem, como no seu
primeiro trabalho, vetores contravariantes e covariantes. Eles experimentariam
necessariamente transformagoes inversas, e os casos (1) e (2) ndo poderiam ser
distinguidos a menos que se fizesse uma distin¢ao absoluta entre U* e W. Mas ¥*
e U seriam agora vetores densidade, portanto a transformacgao considerada seria
uma troca do elemento de volume o qual os afetaria igualmente.

Suponhamos agora que temos um par proton-elétron, com cargas opostas. Os
casos (1) e (2) dependiam do sinal da carga de uma das particulas. Sempre que
se conservassem angulos reais 6, a diferenca entre o proton e o elétron se limitaria
a este comportamento ciclico oposto que dava o sinal oposto para a energia de
interacao. Mas se por qualquer razao a transformacao real de ¥, correspondendo
a valores imaginarios de 6, for considerada, a escala de s seria expandida para
a carga de um sinal e contraida para a de outro sinal. Eddington vai tentar

interpretar essa diferenca como a origem das massas do elétron e do proton.

4.9.1 A massa do atomo de hélio

Neste artigo Eddington repetiu, de forma um pouco diferente, um argumento do
artigo anterior.
O argumento de Eddington neste ponto baseia-se em que um sistema de duas

cargas tem 136 rotagoes relativas, os graus de liberdade ignoraveis. A distancia
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propria r entre as cargas, a qual é o grau de liberdade 137 da sua teoria, nao
seria ordinariamente ignoravel ja que esta entraria explicitamente no termo de
energia mitua no Hamiltoniano. Se um nimero de cargas formassem um nicleo
rigido, tal que nao existisse no Hamiltoniano qualquer mudanca interna do nu-
cleo, qualquer alteragao da distancia r entre pares de cargas seria ignoravel e o
nimero de coordenadas ignoradas aumentaria para 137, para cada par de cargas.
Eddington aponta o fato de que poderia ser objetado que sob tais circunstan-
cias, em dinamica, nao se podia tecnicamente ignorar uma coordenada a qual
nao variasse. Mas neste problema em particular ele argumenta que esta sendo
considerado o intercambio do momento, expressado por variacoes de r do tipo
re?. De fato, suprimindo as variacoes reais de r se restringiria esta a variacoes
desse tipo, tal que esta pudesse ser tratada como ciclica e ignoravel.

O aumento do nimero de graus de liberdade ignoraveis de 136 para 137 no

136

ntcleo rigido diminuiria a massa dos protons em uma razao {32 € aumentaria a
137

massa dos elétrons na razao 735. Segundo Eddington, a dltima predigao nao podia
ser verificada; mas a primeira seria uma boa aproximagao para a “packing frac-
tion”, i.e., a reducao da massa do proton quando este entra no, aproximadamente
rigido, niicleo de hélio.

Este célculo nao contradiria a teoria existente da “packing fraction”, a perda
de massa representaria a energia electrostatica negativa. Nao seria portanto pre-
ciso ignorar r; pois poder-se-ia deixar o termo de energia elétrica contendo-a
explicitamente no Hamiltoniano. Mas para um nitcleo rigido o método de igno-
racao deveria dar o mesmo resultado, e esse teria a vantagem de dar um método

praticavel de calculo, enquanto que os outros métodos apresentavam problemas.

4.9.2 A massa do elétron

Esta confirmacao que Eddington obteve do seu principio o animou para aplica-
lo mais ambiciosamente. Edington passou a procurar algum argumento que lhe
trouxesse uma redugao da massa (do proton para o elétron) relacionada com re-
ducao de graus de liberdade. Na teoria de Schrédinger havia apenas 10, relaciona-
dos a 6 rotagoes e 4 translagoes no espago-tempo (ou aos termos independentes
da métrica, g,,). Talvez essa diferenca entre 10 e 136 graus de liberdade tivesse
relacao com a diferenca entre a massa do proton e a do elétron.

Eddington admite que por algum processo, que ainda desconhecia em detalhe,
esses sistemas microscopicos com 136 rotacgoes relativas seriam substituidos por

observacao pratica em um espaco-tempo admitindo mesmo nimero de rotagoes
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rotagoes relativas. Segundo Eddington essa mudanca seria feita, por exemplo,
quando se substituisse a funcao de onda de Schrédinger no lugar da de Dirac. O
espaco-tempo quadridimesional ofereceria apenas 10 graus de liberdade ciclicos,

4 deslocamentos e 6 rotacoes.

Esses 10 graus de liberdade corresponderiam ao Hamiltoniano de segunda or-
dem, enquanto que os 136 originais corresponderiam ao Hamiltoniano linear de
Dirac. A diferenca estaria em que os quadrados do momento seriam adiciona-
dos juntos no lugar de uma soma linear estar envolvida. Assim a adicao dos
10 termos iguais eqiiivaleria a usar um termo simples com escala de momento
alterada na razao v/10. Eddington afirma ter assim encontrado os graus de liber-
dade no espaco macroscopico como equivalentes aos /10 graus de liberdade em
um Hamiltoniano linear. A reducao de 136 para V10 incrementaria a massa

aparente do préton na razao \%% e diminuiria a massa aparente do elétron na

razao —;;g. A razao da massa do proton para a massa do elétron sendo portanto

(%) : (%) = 1849,6. Eddington adiciona que o resultado 1849,6 estava

razoavelmente perto do observado “valor de deflexao” de %

Eddington nao justificou essa analise, no seu artigo. Ao contrario dos tra-
balhos anteriores, este passa a impressao de um simples ajuste de nimeros, sem

base tedrica.

4.9.3 A massa do universo

Segundo Eddington uma constante da natureza que sempre causava surpresa e
interesse era a razao entre a repulsao electrostatica entre duas cargas elementares
e sua atragao gravitacional. Chamando esta de F', se obteria ' = Ge—:z? Edding-
ton ja suspeitava (desde a dpoca em que escreveu The mathematical theory of
relativity acerca da dependéncia entre F' e o nimero de particulas no universo
N, e mais particularmente que F? = oV, onde « seria um fator geométrico nao

4 existiria uma incerteza de 10'3

muito diferente da unidade. Mas ja que F? oc m~
conforme se se enxergasse o proton ou o elétron como a massa fundamental. Se-
gundo as idéias astrondmicas do tamanho do espago, N poderia ser intermediario
entre os dois possiveis extremos.

Segundo sua argumentacao anterior a média geométrica de M e m teria um
significado fundamental, sendo a massa original dos dois tipos de carga e acon-
tecendo como tal nas equacoes iniciais nas quais poderia ser esperada uma asso-

ciagao de energias gravitacionais e elétricas mais simples. Usando v/ Mm como a
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massa fundamental, se encontra

62

- GMm

F? =5,3%x107®
Pela velocidade de recessao observada das nebulosas espirais, tomada como
500 km. por seg. por mpsc., Eddington encontra que o ntimero de protons no

universo é

N=7x10"® ou 14 x 107

segundo o espaco seja tomado como eliptico ou esférico. Para fazer esse calculo
ele usou o valor limite da velocidade, supondo que a atracao das galaxias e da
matéria coOsmica nao é importante comparada com o termo de repulsao cosmica.
Se este fosse significativo N diminuiria.

Eddington nao supoe que F? seja precisamente igual a qualquer valor de V.
Para ele poderia existir um fator «, possivelmente % ou alguma coisa desse tipo.

Eddington pensava que a lei F' o< v/N poderia obter-se desde o principio que
toda alteracao no ntmero de graus de liberdade de um sistema estaria compen-
sado por uma mudanca de escala linear. Tal alteracao afetaria a energia elétrica
diferentemente. Aceitando a lei de variagao, tomado N = 2 segue-se que no sis-
tema simples de dois elétrons a razao da energia elétrica a gravitacional é v2a e
portanto nao esté longe da unidade. No entanto, ele nao se sentia capaz de fazer

um célculo desse tipo.

4.10 O valor da constante cosmolégica

EDDINGTON, A.S. On the value of the cosmical constant. Proceedings
of the Royal Society, A, 133: 605-615, 1931.

Eddington considera a equacao de campo no véicuo, G, = Ag,, ao tratar a
constante cosmologica aparecendo na lei da gravitacao de Einstein. Como visto no
capitulo anterior, nas equacoes de movimento o termo contendo A representa uma
forca de repulsao a qual tende a fazer com que todos os corpos remotos se afastem
uns dos outros; sendo este fenomeno a base das teorias de De Sitter e Lemaitre que
tratam acerca da expansao do universo. Se o afastamento observado da nebulossa
espiral fosse uma manifestacao deste efeito, o valor de A poderia encontrar-se
a partir das observagoes astronomicas. Mas Eddington queria encontrar uma

relacao tedrica entre A e a fisica atomica.
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O tratamento de Eddington comeca pela anélise da equacao de onda para
um elétron movendo-se em um campo eletrostiatico devido a um elétron fixo,

apresentada no seu primeiro artigo
1
ih 8y 0o iho, (0 0 0P\ 2 e’
%a*{m”(ﬁ e taE e VY (4.40)

A partir desta expressao encontra uma forma de rearranja-la fazendo

he 2mmcea
= = 4.41
“T ore 7 h (4.41)
Desta forma obtém-se uma outra expressao para [4.40]:
1
J i o [ 0? 0? 0* 512
v ' =0 4.42
<acat+r>¢+{a (8352 +8y2 +822 RGN (4.42)
Eddington vai interpretar
VN
= — (4.43)

Sendo R o raio de curvatura do universo em um estado estético (ou autoestado
do universo) e N o niimero de elétrons do universo. Deve-se notar que Eddington
nao vai fazer nenhum uso dos modelos cosmolbdgicos em expansao, para discutir
o valor teorico de A. As idéias basicas para a interpretacao de v sao as seguintes.

82

A energia potencial de um elétron a distancia r de uma singularidade é <-, e

A energia de N elétrons

na equagao do elétron isso aparece como o termo ;
indistinguiveis a uma distancia R de uma singularidade seria representada por
/N

e

Mas por que aparece VN e nao N, nessa expressio? Quando somamos
numeros, eles se adicionam simplesmente, mas quando somamos vetores per-
pendiculares, a soma é expressa por v N. As duas possibilidades poderiam ser
defendidas.

Para discutir entre elas, Eddington indica que se uma funcao de onda W
estd normalizada e representa uma tnica particula, a mesma funcao multiplicada
por VN representard N particulas (porque o numero de particulas é dado pela
integral de W¥*). Portanto é mais razoavel procurar um fator V/N na equacéo
de onda.

Considerando 1 como uma simples fung¢ao harmonica de ¢ tal que % satisfaca
as mesmas equagoes que 1, encontra-se uma outra forma de representar [4.40],

omitindo os elétrons fixos

ih\? 0 of oo oo o P
(&) T = {merome? (v gmgm) o 0
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Agora, utilizando mais uma vez [4.41] encontra-se:

0? 0? 0? 0?
2 _ — - 2Ly = 4.4
{a <028t2 0z?  0y? 822> 7 }w 0 (4.45)

Com a identificacao

7P =—= =N\ (4.46)

A constante cosmoldgica é A, sendo R o raio de Einstein. Note-se que o raio

atual do universo ¢é irrelevante nessa teoria. Assim [4.45| pode ser escrita como
(’04 NA\)yp =0 (4.47)

Segundo Eddington a equacao [4.47] o seduziu a uma divagagao. Suas inves-
tigagoes teodricas de o guiaram-no a pensar que o circuito correspondendo a R
necessariamente deve ser diminuido na razao da fracao % para fazer esta com-
paravel estritamente com r. Eddington viu que esta correcao, se fosse real, era
desprezivel para seus propodsitos e nao a tomou em consideracao em seu artigo.
Mas depois pensou que « em [4.47| seria tomada como 136 no caso dos protons e
como /10 no caso dos elétrons. As equagoes para elétrons e protons livres seriam

respectivamente
(1360 + N\ =0  (100+ NA)p =0 (4.48)

os ntiimeros 1362 e 10 originando-se mais ou menos no caminho que Edding-
ton sugeriu no seu artigo sobre as massas do elétron, do préton e do universo
(EDDINGTON, 1931(c), p. 18).

Por [4.41] e [4.42] obtém-se

2 vVIN
mmea. (4.49)
h R
A teoria do universo de Einstein esta expressa como
GM, 1
2 = §7rR (4.50)

sendo M, ¢ a massa total do universo'?> e G a constante de gravitacio. Dentro
do seu argumento assume-se o nimero de protons igual ao niimero de elétrons,
portanto obtém-se aproximadamente My = NM, sendo M a massa do proton.
Portanto

N = —m¢*—— (4.51)

12Eddington adotou o espaco esférico.
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por [4.49]

pomaty” e 1 1
h GM R
Mas no universo de Einstein A\ = %, portanto
2GM\? (2 !
A= ( ) < ”;”O‘> — 9,79 x 107 (4.53)
T

A partir desse valor, Eddington calcula o raio do universo de Einstein (1070
milhoes de anos-luz) e a velocidade limite de recessao das galaxias (528'%" por
megaparsec). O nimero de particulas do universo seria 1,29 x 10™. Os valores
da época para a constante de Hubble eram bastante proximas do valor calculado.
As outras constantes s6 podiam ser estimadas aproximadamente, mas também

pareciam ser da ordem de grandeza correta.

4.11 A massa do préton

EDDINGTON, A.S. On the mass of the proton. Proceedings of the
Royal Society, A, 134: 524-532, 1931.

Neste artigo Eddington desenvolve a teoria da relacao entre as massas do pro-
ton e do elétron sugerida na sua nota preliminar da massa do préton, elétron e do
universo (EDDINGTON, 1931(c), pp. 15-19). Nessa nota estende a discussao da
constante 137 em uma ampla investigacao abarcando outras constantes naturais.

O primeiro resultado desta extensao esta contido no seu artigo de 1931
(EDDINGTON, 1931(b), pp. 605-615). Esta é principalmente a teoria da massa
de um elétron; sendo satisfatoriamente confirmada pelas velocidades de recessao
observadas da nebulosa espiral. No seu artigo anterior Eddington havia rela-

cionado a constante cosmologica as constantes atomicas fazendo:

<2GM>2 (27rma>4
A=
T h

Nesta equacao, m era a massa do elétron. Mas por que nao seria a massa

do proton? No novo artigo, Eddington vai supor que a equacao de Dirac deve

permitir incluir as duas massas, e que o m que apareceu antes seria, na verdade,

Mm
M+m

Segundo a teoria da constante cosmologica, poder-se-ia calcular a partir da

a massa reduzida que é aproximadamente igual a m, mas nao idéntica.

velocidade observada de objetos remotos (nebulosas espirais), o termo de massa
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presente na equagao de onda. A massa da equacao foi interpretada como a massa
do elétron. Se perguntou entao porque o elétron e nao o préoton? A teoria utilizada
foi puramente geométrica, assim como esta adquiriria uma preferéncia para um
dos dois tipos de carga? Neste artigo, a intencao de Eddington era responder
a questao, mostrando que um desenvolvimento razoavel da teoria geométrica
proporcionaria as ferramentas para calcular a massa do proton e também a do
elétron a partir do afastamento das nebulosas espirais ja que esta removia todas as
possiveis sugestoes de preferéncia para o elétron. Partindo do fato que o termo de
massa originalmente calculado era estritamente D) +n) este termo sendo simétrico
com respeito ao préton e ao elétron. Retomou a equagao de Dirac para um elétron

simples:

th 0 0 0 0
FE E E E = 4.54
{ ( 182U1+ 232+ 3a + 4ax4>+mc}¢) 0 ( 5)

Com F,, E,, E3 e E4 sendo raizes quadradas anticomutando de —1, tal que
E.=-1 E,E,+EE, =0 (4.55)

Sob a consideracao de uma solucao elementar consistindo em ondas planas na
direcao
S = lll’l + lgl’Q + l3£U3 + l4£U4

l1, ls, I3, Iy, sendo cossenos diretores. Assumiu que
Es = llEl + l2E2 + l3E3 + l4E4

de tal forma que por [4.55],

E?=-1 (4.56)
[4.54] pudesse ser escrito na forma:
<iEs% + QW]TC> ) =0 (4.57)
Segundo a teoria da constante cosmologica, ja desenvolvida por ele,
2rmear VN
h R

onde « é a constante de estrutura fina 137, N o nimero total de elétrons (ou

protons) no universo, e R o raio de equilibrio do universo. Portanto, fazendo

ds = Ry, — (\%) o, (4.58)
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encontrou uma nova expressao para [4.57]

{a <1E£> + 1} b=0 (4.59)

Eddington assumiu que a relagdo essencial entre o proton e o elétron ficaria
mais claramente exibida tratando-se o universo da forma mais simples possivel,
ou seja constituido por um proton e um elétron. Nesse caso N =1 e dfly = dxs,
assim que df, seria a medida afim do deslocamento. Mas percebendo que, desde
o ponto de vista fisico, esta seria uma simplificacao excessiva, ja que varios dos
conceitos fisicos ordinarios seriam indefiniveis em um universo tao simples, sugeriu
que em qualquer estagio se poderia voltar a um universo mais compreensivel com
N protons e N elétrons através da transformacio df; = v/ Ndys, de tal modo que
df? = NR,,dz,dz,. Isto significava que, no lugar de referir-se a um elétron so,
agora podia-se s6 fazer referéncia a “um dos NN elétrons indistinguiveis”.

Olhando para a constante « em [4.59] ele a enxergou como um simples fator
numérico na equagao e assumiu que nao seria dificil discernir sua origem na geo-
metria do problema. As séries de investigagoes de Eddington se originaram na
crenca de que « representava o nimero de rotacoes relativas ou graus de liber-
dade do sistema, e essa interpretacao foi seguida em todos seus desenvolvimentos
posteriores. Segundo Eddington, um sistema de duas cargas teria 136 rotacoes
relativas de tipo ordinario junto com uma rotacao adicional representando a mu-
danga da medida (tamanho). Assim no problema de interagao de duas cargas
cujas posicoes eram referidas no espaco Riemanniano, o = 137, numa boa apro-
ximagao com os experimentos. Eddington tomou o = 136 como sendo o valor
apropriado para [4.59].

Ele usou o nimero de rotagoes relativas de duas cargas principais, devido
a que este seria o apropriado para o universo constituido por um elétron e um
proton. Mas o mesmo numero teria uma ampla aplicacao, ele pensava, devido
ao fato que a base de uma geometria afim seria um deslocamento elementar dz,,.
Tal deslocamento seria entao uma relacao entre dois pontos, e um ponto so6 seria
considerado como sendo o possivel centro da carga elétrica. Desta forma o dzx,,
como este acontecendo na fisica microscopica seria essencialmente uma relacao
entre duas cargas, e teria os graus de liberdade de um sistema de duas cargas
diretamente associado com ele.

Fazendo ov = 136 em [4.59], obteve:

{136 (m%) + 1} $=0 (4.60)
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No lugar do hamiltoniano linear de Dirac usou o hamiltoniano quadrético de
Schrodinger:

2 2 2 2 2
h (8 0 0 0 ) (1.61)

L@+t pi ) = tosto5t
L oz Oxi  0x:  0x3

_47r2u
Para ondas planas na direcao s a equagao de onda de segunda ordem se

reduziria a

32
(B@ + 1) v =0 (4.62)

onde usou a medida natural df, como antes e § como um coeficiente numérico
positivo.

Na equagao de onda de segunda ordem, v seria uma quantidade simples ou
um grupo de componentes, mas no ultimo caso as componentes nao interatuariam
umas com as outras. As 136 rotagoes do ¢ de Dirac nao estavam envolvidas. De
fato, segundo Eddington, as caracteristicas elétricas da particula seriam ignoradas
e portanto a forma de Schrodinger da equacgao se referiria a particulas elétricas
sem quaisquer propriedades elétricas.

Seguindo a mesma regra que utilizou para determinar «, Eddington tomou
agora um outro valor # como sendo o ntmero de rotacoes relativas ou graus
de liberdade que se originam na teoria de particulas mecanicas (néutron=sem
carga). As possiveis alternativas sugeriam o valor de = 10 correspondendo
aos graus de liberdade da geometria de Riemann. Os 136 graus de liberdade
foram associados com um deslocamento cujos extremos eram os lugares onde
estariam localizadas as particulas eléctricas; agora, se se substituissem particulas
mecanicas, o deslocamento aparecia, no seu aspecto ordinario, como uma relagao
a qual seria totalmente representavel no espaco-tempo Riemanniano.

O néutron ideal de Eddington entao obedecia & equacao

82
<108—9§ + 1) =0 (4.63)

Por comparagio com [4.60] sua massa propria seria \%% vezes maior do que a

da particula descrita aqui: o elétron. Isto faria com que a massa de uma particula
neutra ideal estivesse muito perto de vV Mm onde M e m seriam as massas do
proton e do elétron.

Unindo as duas equagoes, Eddington sugeriu a seguinte combinagcao:
9 \? 0
10 { iEy— 136 | iFs— 1 =0
{ <Z 895> * <Z as>+ }w
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Supondo que essa equacao possa ser fatorada em duas equagoes mais simples,

temos

0 0

onde os fatores A e B sao as raizes da equagao de segundo grau
102* + 136z + 1 =0

Os dois fatores sao, respectivamente, 135,9264 e 0,0735692. A razao entre
os dois ¢ 1.847,60, que Eddington interpretou como a razao entre as massas do
proton e do elétron.

Em 1934, Eddington apresenta seu artigo sobre a massa do proton e o elétron
(EDDINGTON, 1934, p. 327) e se dedica a recopilar suas descobertas em dois
livros um deles publicado em 1936 (EDDINGTON. Relativity theory of pro-
tons and electrons) e o outro publicado em 1946, intitulado Teoria Fundamental
(EDDINGTON, The Fundamental Theory). Estes trabalhos, como mencionado
na introducgao, nao formam parte do nosso objeto de estudo pois sua complicagao
vai além da nossa proposta. O artigo de 1934 é o ultimo trabalho de Eddington

que vamos considerar nesta disertagao.

4.12 As massas do préton e o elétron

EDDINGTON, A.S. On the masses of the proton and electron. Pro-
ceedings of the Royal Society, A, 143: 327, 1934.

A conclusao atingida por Eddington neste artigo é que a massa m de uma

particula elementar (proton ou elétron) é dada pela equagdo quadratica

h VN

10m?* — 136mmg +mg = 0 onde my = ,
2mc p

N sendo o nimero de tais particulas no universo, e p o raio de curvatura de uma
regiao vazia, igual a \/g onde A é a constante cosmoldgica.

Exceto por uma pequena diferenga na definicao de N e p, este resultado estéi
de acordo com a formula sugerida num dos seus artigos anteriores (EDDINGTON,
1931(b)).

Neste artigo Eddington faz uma revisao dos principios fisicos fundamentais.

A analise matematica que aqui apresenta é uma continuacao da que desenvolveu
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em um dos seus primeiros artigos (EDDINGTON;, 1931(b)), mas nao abordare-
mos este desenvolvimento pois os resultados aqui obtidos, mesmo partindo uma
abordagem diferente, nao conduzem a um resultado relevante para nosso estudo.

Apesar destas confirmacgoes o trabalho de Eddington sobre as constantes da
natureza nao teve repercusao e foi amplamente criticado. O proprio Pauli escreve
para Sommerfeld que nao acreditava no trabalho de Eddington para a constante
de estrutura fina como sendo 136 (KILMISTER, 1994, p. 116). Schrodinger foi
um dos poucos fisicos importantes que apoiou o trabalho de Eddington (KILMIS-
TER, 1994, p. 224).
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Capitulo 5

As fases do trabalho de Eddington

Costuma-se descrever a carreira cientifica de Eddington diferenciando entre a
sua fase produtiva “normal”, em que deu grandes contribuicoes a astrofisica, a
teoria da relatividade e & cosmologia (até 1930, aproximadamente), de sua fase
“estranha” em que se dedicou a tentativa de deduzir a prior: os valores das cons-
tantes basicas do universo.

Nessa segunda fase, Eddington utilizava um método de pesquisa no qual cons-
trufa um formalismo matematico abstrato (baseado em estruturas da mecanica
quantica, mas diferente da teoria “normal”) e tentava associar as constantes fun-
damentais com certos niimeros que apareciam nas equagoes. Essa identificagao
nao parecia seguir uma metodologia rigorosa. Parecia basear-se, primeiramente,
no proprio conhecimento do resultado ao qual ele queria chegar (por exemplo,
o namero 137) e, em segundo lugar, na manipulagido arbitraria de relagoes, na
mudanca de significado de termos das equacoes e em uma liberdade teoérica que
parecia pouco razoavel aos olhos do maioria dos fisicos da época. A matematica
utilizada por Eddington era uma construcao interessante e rigorosa, mas as re-
lagOes entre essa matemética e a fisica (a identificagdo das constantes) parecia
um simples exercicio de ajuste, sem fundamentos.

O método matemaético utilizado por Eddington, que consistia em desenvolver
uma estrutura abstrata sem saber exatamente como relacioné-la com as entidades
fisicas correspondentes, para depois procurar identificacoes, pode ser encontrado

nesta citacao:

Temos um sistema que estd em um certo estado no qual certas va-
ridveis dinamicas possuem certos valores. Esta informagao é expressa
por equacoes envolvendo os simbolos que denotam o estado e as va-

ridveis dinamicas. A partir destas equacoes, deduzimos entao outras
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equagoes de acordo com 0s axiomas que governam os simbolos, e das
novas equacoes sao tiradas conclusoes fisicas. Em nenhum lugar a
natureza exata dos simbolos é especificada, e tal especificacao nem
mesmo é necessaria. Eles sao usados todo o tempo de forma abstrata;
apenas os axiomas algébricos que eles satisfazem e a conexao entre
as equacoes que os envolvem e as condicoes fisicas sao necessarios.
Os axiomas, juntamente com esta conexao, contém certo nimero de
leis fisicas, que nao podem ser analisadas de forma conveniente, nem

mesmo expressas de outro modo.

Essa descricao, um pouco confusa, mostra o fisico teorico tentando manipular
simbolos e equagoes para os quais nao dispoe de interpretacoes, acreditando no
entanto que la estdo contidas certas relacoes importantes. E mais ou menos isso
que Eddington faz. Ocorre, no entanto, que a citagdo nao é de Eddington e
sim de Dirac (KILMISTER, Eddington’s search for a fundamental theory, p. 85).
Eddington tem, sim, aspectos diferentes dos outros cientistas, mas muitos de seus
aspectos “estranhos” apareciam também nos trabalhos de outros grandes fisicos.

Kilmister enfatizou que mesmo um fisico ortodoxo, como Dirac, chegou a
afirmar que a teoria quantica de campos era incompleta porque nao tinha con-
seguido calcular o valor da constante de estrutura fina (KILMISTER, Eddington’s
search for a fundamental theory, p. 5). Para outros cientistas, como De Sitter, a

existéncia de constantes puramente empiricas na fisica nao parecia um problema:

E impossivel, para nos, ir além das equacoes mateméaticas e, até aqui,
nao conseguimos descobrir a menor conexao entre esse lambda per-
turbador e outras constantes fundamentais da fisica. [...] O compor-
tamento do lambda nao é mais estranho, nem mais misterioso, do que
o da constante da gravitacao kappa, ou da constante h do quantum,
ou da velocidade da luz c. (DE SITTER, 1931, p. 9)

Merleau-Ponty assinalou vérios outros pontos do trabalho de Dirac que se
assemelham a abordagem de Eddington (MERLEAU-PONTY, Philosophie et
théorie
physique chez Eddington, p. 112). Nao ha davidas de que foi o contato com a
teoria de Dirac (e com seus métodos) que despertou em Eddington a procura de
um meétodo para calcular as constantes fundamentais da fisica.

No entanto, deve-se mencionar que Dirac nao apoiou o trabalho de Eddington.

Ele mostrou duvidas sobre essas pesquisas, porque primeiro Eddington havia
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provado que a constante de estrutura fina seria dada pelo nimero 136, e depois,
quando ficou claro que o valor experimental nao permitia esse niimero, Eddington
provou que o nimero correto era 137. Para Dirac, isso nao parecia um trabalho
sério (KILMISTER, Eddington’s search for a fundamental theory, p. 117).

Logo depois da publicac¢ao (postuma) do livro Fundamental theory, Milne pu-
blicou uma resenha da obra (MILNE, 1947), onde comentou: “O volume é escrito
de uma forma brilhante; mas a argumentacao fisica é tao pouco familiar, tao
intrincada, tao sujeita a revisao e correcao perpétua, que é extremamente dificil
extrair dele qualquer prova convincente de qualquer das formulas mais famosas
de Eddington” (MILNE, 1947, p. 486). Um exemplo da critica de Milne mostra

o tipo de problemas que se via, na época, no trabalho de Eddington:

Aqueles que procuram uma prova compacta de que a constante de

2me? 1 x :
= tem o valor exato de = passarao por grandes difi-

culdades neste livro. Primeiro é preciso dominar o uso que Eddington

estrutura fina

faz de seus fatores de multiplicidade K, que sao definidos de uma
forma desafiadora como o nimero de dimensoes em certos espagos
de fase; depois, o seu processo de estabilizacao, que é um tipo de
varinha mégica que ele balanca para suprimir graus de liberdade in-
convenientes, alterando assim os fatores de multiplicidade; entao é
necessario superar todos os preconceitos para engolir uma férmula na
pagina 29, onde as massas sao inversamente proporcionais aos fatores
de multiplicidade, embora, com a repetida identificacao que Edding-
ton faz entre massa e energia, teriamos esperado que a energia de
uma particula fosse diretamente e nao inversamente proporcional a
seus graus de liberdade no espaco de fase. Depois desses prelimi-
nares perturbadores 1é-se o paragrafo 20, intitulado “A constante de
estrutura fina”, apenas para descobrir que 14 sao apresentadas ape-
nas consideracgoes plausiveis para atribuir o nimero 137 a razao en-
tre dois “Atomos de acao”, e que a deducao teorica é adiada para o
paragrafo 33. Por fim, nao se consegue acompanhar o paragrafo 33
de modo nenhum. Essas dificuldades ocorrem novamente em todo o
livro. (MILNE, 1947, p. 487)

William McCrea, que havia sido estudante de Eddington, escreveu em 1991
um artigo popular sobre seu ex-professor, no qual comentou: “Nenhum dos resul-
tados desta parte do trabalho de Eddington foi aceito. E jamais qualquer fisico

alegou estar certo dos postulados a partir dos quais Eddington partiu, ou de haver
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seguido seu raciocinio completamente até alguma de suas conclusoes principais;
sempre parecia existir alguma lacuna - alguma lacuna irritante - na logica” (Mc-
CREA, 1991, p. 71). Nao se deve interpretar essa “lacuna na logica” descrita por
McCrea como falhas de raciocinio, mas como saltos injustificados. Sob o ponto
de vista de coeréncia matemética, o proprio McCrea comentou: “O desenvolvi-
mento |[da teoria de Eddington| envolvia muita matemética engenhosa, parte dela
inventada para essa finalidade por Eddington, e deve ser dito que ninguém jamais
detectou qualquer erro significativo naquilo que ele escreveu” (McCREA, 1991,
p. 71).

Os primeiros trabalhos de Eddington nessa linha de pesquisas tinham sido
recebidos com curiosidade e interesse - até mesmo com esperanca de que ele
tivesse encontrado um caminho para resolver problemas de enorme importancia
(MERLEAU-PONTY, Philosophie et théorie physique chez Eddington, p. 84).
No entanto, & medida que se percebeu que ele ia mudando os argumentos, que a
teoria era maleavel e podia ir sendo ajustada de muitos modos diferentes, surgiu
uma desconfianca e insatisfacao com esses trabalhos. O primeiro livro publicado
por Eddington nessa linha, que foi o Relativity theory of protons and electrons
(1936), parece ter sido uma linha diviséria. O trabalho desapontou a comunidade
cientifica, que nao reconhecia nessa obra o mesmo Eddington do Mathematical
theory of relativity e de tantas outras obras excelentes.

A posicao epistemologica de Eddington, que se tornou muito clara nessa época,
incomodou a diversos cientistas. Em 1937 Herbert Dingle criticou nao apenas
Eddington mas também outros fisicos (como Milne e Dirac) por adotarem uma
abordagem semelhante & de Aristoteles, tentando criar uma ciéncia a priori em
vez de adotar o método experimental de Galileu (DINGLE, 1937).

Um dos poucos fisicos que apresentou uma defesa incondicional do trabalho
de Eddington foi seu amigo Edmund Whittaker, que além de editar o Fundamen-
tal theory escreveu uma obra (WHITTAKER, From Euclid to Eddington) onde
Eddington é apresentado sempre de forma positiva. Erwin Schrédinger foi um
dos poucos grandes fisicos que tentou compreender a teoria de Eddington, tendo
se correspondido com ele e feito visitas a Cambridge para discutir esses trabalhos
(KILMISTER, Eddington’s search for a fundamental theory, p. 224).

Eddington, é claro, nao considerava que seu trabalho estivesse decadente ou
que estivesse seguindo uma metodologia errada. Ao mesmo tempo em que desen-
volvia essas pesquisas, ele publicou trabalhos sobre filosofia da ciéncia em que,
entre outras coisas, descrevia sua concepcao sobre como a fisica teorica deve ser

desenvolvida. Estudando-se esses trabalhos, nota-se que ele apresenta argumen-
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tos para justificar sua metodologia. Ou seja: ele procurava manter uma coeréncia
entre sua pratica cientifica e suas crencas fundamentais sobre como a fisica deve
ser construida. Pode-se também notar, lendo com atencao seus trabalhos técni-
cos, que mesmo neles Eddington vai apresentando argumentos epistemologicos e
metodologicos para justificar seu enfoque pouco ortodoxo.

Pode-se chamar de “numerologia” o processo de tentar identificar certos nu-
meros sem dispor de qualquer teoria para isso. Por exemplo: em 1951 um autor
chamado Lenz chamou a atencao para o fato de que a razao entre as massas
do proton e do elétron (que tinha o valor de 1836,12) coincidia com o valor de
67° (que vale 1836,12), sem oferecer nenhum motivo para introduzir 7 elevado a
quinta poténcia ou o nimero 6 da formula. Isso é pura numerologia (KILMIS-
TER, Eddington’s search for a fundamental theory, p. 213).

Nao parece, portanto, que Eddington estivesse apenas brincando de numerolo-
gia em sua segunda fase cientifica. Ele estava se dedicando seriamente a fazer
algo que lhe parecia correto, sob o ponto de vista cientifico. Nao se deve pensar,
também, que seu objetivo central fosse absurdo. Ele queria obter uma unificacao

de toda a fisica, como outros grandes cientistas de sua geragao.

Na sua teoria sobre os fundamentos da fisica Eddington foi um de
um pequeno grupo de pesquisadores independentes que perseguia
fins essencialmente semelhantes. Eddington, Einstein, Milne, Erwin
Schrodinger um pouco depois e Hermann Weyl um pouco antes, ten-
taram construir teorias unificadas da fisica e da cosmologia, e por
fim falharam. Pode-se dizer que eles desperdicaram tempo e talento
em tal busca. No entanto, se pensarmos individualmente sobre esses
homens, seré dificil ver que outra coisa eles poderiam ter feito se nao
se voltassem para esses desafios. Além disso, o que eles estavam ten-
tando fazer é o que alguns lideres tém tentado desde entao - procurar
grandes teorias unificadas. J& foram realmente encontradas solucoes

parciais, tais como a unificacao do eletromagnetismo e da forca nu-
clear fraca. (McCREA, 1991, p. 71).

Uma pesquisa de historia da ciéncia nao tem o objetivo de julgar se um de-
terminado cientista estava correto ou errado, se sua fisica era valida ou invalida.
Nao faz muito sentido, em um trabalho historico, discutir as teorias de Eddington
do ponto de vista atual, indicando se concordamos ou nao com elas. Podemos, no

entanto, analisar até que ponto Eddington apresentava uma fundamentacao para
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seu trabalho, no contexto da época. Vamos, por isso, descrever a justificativa

filosofica que o proprio Eddington apresenta para seu trabalho.

5.1 A filosofia de Eddington

Em 1938 Eddington deu uma série de conferéncias no Trinity College, em Cam-
bridge, na qual desenvolveu sua filosofia da ciéncia. A partir dessas conferéncias
ele escreveu o livro The philosophy of physical science, publicado no ano seguinte,
que é considerado sua principal obra epistemoldgica. A exposi¢ao apresentada
aqui se baseia principalmente nesse livro.

Nao queremos expor toda a visao de Eddington sobre a ciéncia, mas apenas
os aspectos que sao mais importantes para compreender suas pesquisas sobre as
constantes do universo.

Eddington nao considerava que sua filosofia da ciéncia fosse pessoal ou sui
generis. Ele a considerava como uma conseqiiéncia natural do desenvolvimento
da fisica de sua época e a descreve como a filosofia da fisica atual [the present

philosophy of physical science| e ndo como uma entre muitas propostas existentes.

Na medida em que reconhecemos a autoridade de um corpo de opiniao
que decide o que é e o que nao é aceito como a fisica presente, existe
uma filosofia atual da ciéncia fisica, que pode ser determinada. E a
filosofia a qual aqueles que seguem a pratica aceita da ciéncia ficam
obrigados por sua préatica. Ela esta implicita nos métodos pelos quais
eles fazem a ciéncia avancar, algumas vezes sem compreender comple-
tamente por que os empregam, e no procedimento que aceitam como
proporcionando a seguranca da verdade, geralmente sem examinar
que tipo de seguranga ele pode dar. (EDDINGTON, The philosophy

of physical science, p. vii)

Em certo sentido, Eddington se refere & “minha filosofia”, mas explica que nao
alega ser o autor das idéias que apresenta, pois elas estao “amplamente difundidas
no pensamento moderno”, e sim apenas por haver selecionado e sintetizado essas
idéias de um modo pessoal. Eddington chama sua apresentacao particular da
filosofia da fisica de “subjetivismo seletivo” ou “estruturalismo” (EDDINGTON,
The philosophy of physical science, p. viii), por razoes que ficardo claras mais
adiante.

Um ponto importante da filosofia da ciéncia defendida por Eddington é sua

interpretacao sobre a relacao entre teoria e conhecimento empirico. Eddington da
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importancia ao aspecto empirico ou observacional das ciéncias, é claro. Ele afirma
que a observacao é a “corte suprema de recursos’ para o estabelecimento da ver-
dade das conclusoes da ciéncia fisica (EDDINGTON, The philosophy of physical
science, p. 9). Em principio, todo conhecimento fisico deveria ser apresentado
sob uma forma tal que pudesse ser submetido a um teste observacional. Afirma
também que se houver um conflito entre teoria e o conhecimento observacional,
deve-se admitir que a teoria esta errada.

Eddington d& importancia a observacao e as medidas, mas com uma conotacao
de simples leituras de ponteiros que nao dao informacoes diretas sobre a realidade
(MERLEAU-PONTY, Philosophie et théorie physique chez Eddington, pp. 20-
21). Sao as teorias que podem dar sentido as medidas. As teorias indicam o
que pode ser medido, e especificam qual o significado das medidas. A analise das
condicoes necessarias para que uma grandeza fisica possa ser medida pertence aos
enunciados nao-empiricos da ciéncia (MERLEAU-PONTY, Philosophie et théorie
physique chez Eddington, p. 21).

Uma parte do conhecimento fisico é obtido por generalizacao da experiéncia
- mas nem todo. Logo no segundo capitulo do seu livro, Eddington introduz
de modo bastante claro sua visao sobre a possibilidade de uma ciéncia a priori,
através de uma estoria (EDDINGTON, The philosophy of physical science, p.
16).

Suponhamos que um ictidlogo esta explorando os seres vivos do oceano que
coleta através de uma rede. Examinando os animais que recolhe, ele procura
sistematizar suas observagoes e chega a duas generalizacoes:

(1) Nenhuma criatura marinha tem menos do que duas polegadas de compri-
mento.

(2) Todas as criaturas marinhas possuem guelras.

As duas generalizacoes descrevem os fatos que ele observou e ele acredita que
serao validas também para outras observacoes que ele fara no futuro.

Suponhamos no entanto que uma pessoa que estava observando o trabalho
do ictitlogo comenta que ele estd errado: ha criaturas marinhas com menos de
duas polegadas, porém a rede do ictidlogo nao consegue captura-las, porque as
malhas sao muito grandes. O cientista poderia responder que “Tudo o que nao
pode ser capturado por minha rede esti fora do conhecimento ictioldgico. Em
resumo, o que minha rede nao pode capturar nao é peixe”. O ictidlogo e a
pessoa que o criticou poderiam ficar discutindo muito dias sem chegar a um
acordo. Um deles (a pessoa que fez o comentario) esta se referindo a um mundo

externo, independente do ictidlogo e de sua rede, e que contém coisas que nao
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sao capturadas pela rede. O ictidlogo esta querendo restringir a discussao aquilo
que ele pode observar (ou seja, aquilo que ele pode captar com sua rede).

De certa forma, podemos dizer que essa estoria tem uma grande semelhanca
com as discussoes surgidas no século XX (tanto na teoria da relatividade quanto
na mecanica quantica) a respeito daquilo que deve ser incluido na ciéncia. A
relatividade rejeitou o éter porque ele nao podia ser observado. Muitos fisicos
reclamaram dessa posi¢ao, pois poderiam existir coisas que nao estavam sendo
observadas, mas que eram reais. Duas décadas depois, o desenvolvimento da
teoria quantica levou a idéia de que nao existe sentido em descrever simultane-
amente a posicao e a velocidade de um elétron, ou em descrever sua trajetoria.
Muitos fisicos ndo aceitaram essa limitagao (incluindo Einstein), alegando que a
mecanica quantica poderia nao ser uma descricao completa da realidade.

Eddington vai adotar a postura que lhe parece ser o resultado natural da
evolucao da fisica no século XX: s6 devemos incluir no “mundo fisico” aquilo que
pode ser observado e deixar de lado discussoes a respeito daquilo que nao podemos
observar. Assim, ele considera que o ictitlogo esta correto. Se s6 é possivel estudar
aquilo que a rede extrai do oceano, entao nao tem sentido ficar discutindo outros
seres inobservaveis, com menos de duas polegadas, que poderiam estar ocultos

no mar.

Deixando de lado a analogia, se tomarmos as observagoes como sendo
a base da ciéncia fisica, e insistirmos que suas afirmacoes devem ser
verificaveis pela observagao, imporemos um teste seletivo sobre o co-
nhecimento que pode ser admitido como fisico. A selecao é subjetiva,
porque depende do equipamento sensorio e intelectual que é nosso
meio de adquirir conhecimento observacional. As generalizacoes da
fisica, aquilo que chamamos de leis da natureza, se aplicam a esse co-
nhecimento selecionado subjetivamente e ao universo que se supoe es-
tar sendo descrito. (EDDINGTON, The philosophy of physical scien-
ce, p. 17)

O ictidlogo da estoria é um cientista que age corretamente e que apenas se
preocupa com aquilo que pode ser observado. A pessoa que o criticou é descrita
por Eddington como um fil6sofo metafisico, que estd preocupado com uma “rea-
lidade” que nao pode ser captada.

Quando Eddington fala sobre o universo fisico ele nao estd se referindo a
alguma coisa independente dos seres humanos, que “esta 14 fora” e que procuramos

conhecer. Ele se refere aquilo que é descrito pela fisica, ou seja, a uma descricao
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que fazemos e que muda com o tempo (EDDINGTON, The philosophy of physical
science, p. 3).

H& no entanto uma continuacgao da estoria, que Eddington conta, e que traz
uma outra licao epistemologica. Ele supoe que uma outra pessoa, que estava

observando o ictiologo trabalhar, poderia fazer um novo comentario:

“Eu percebo que vocé estd correto em recusar a hipotese de peixes
incapturaveis de nosso amigo, que nao pode ser verificada por ne-
nhum teste que consideremos valido. Restringindo-se ao seu método
de estudo, vocé atingiu uma generalizacao da maior importancia -
para os pescadores, que nao se interessariam por generalizagoes sobre
peixes que nao podem ser capturados. Como essas generalizacoes sao
muito importantes, eu quero ajuda-lo. Vocé chegou a sua generaliza-
cao pelo método tradicional de examinar os peixes. Posso indicar-lhe
que vocé poderia ter chegado mais facilmente & mesma generalizacao
examinando a rede e o método de utilizé-la” (EDDINGTON, The
philosophy of physical science, p. 18)

Esta outra pessoa ¢, para Eddington, um epistemoélogo que pode ajudar o
cientista. O método tradicional de examinar sistematicamente os dados forneci-
dos pela observacao nao é o tinico modo de chegar a generalizacoes vélidas, na
fisica. Examinando-se a rede e o modo pelo qual ela é utilizada seria possivel
concluir-se que ela s6 pode capturar peixes com menos de duas polegadas, e por-
tanto poderiamos antecipar o resultado dos experimentos. Da mesma forma, na
fisica, pelo menos uma parte das generalizacoes encontradas experimentalmente
poderia ser encontrada pelo mero exame do equipamento (sensorio e intelec-
tual) usado na observagdo (EDDINGTON, The philosophy of physical science,
p. 18). Eddington acredita que o desenvolvimento das novas teorias da fisica
tinha utilizado exatamente essa metodologia: “O desenvolvimento da teoria da
relatividade e a transformacgao da teoria quantica de uma teoria empirica para
uma teoria racional sao o resultado de um novo método; e nele estd nossa grande
esperanga de avangos fundamentais posteriores” (EDDINGTON, The philosophy
of physical science, p. 19).

Nem todas as generalizacoes da fisica sao desse tipo, é claro. A segunda ge-
neralizagao do ictiologo (a de que todas as criaturas marinhas possuem guelras)
sO poderia ser obtida por observacao, e nao examinando a rede de pesca. Essas
generalizacoes obtidas pela observacao podem também ser derrubadas, futura-

mente, por outras observagoes (a descoberta de um peixe sem guelras). Pelo
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contrario, as generalizagoes baseadas em uma analise epistemolédgica do processo
de conhecimento nao podem ser derrubadas por observacgoes: “As generalizagoes
que podem ser atingidas epistemologicamente possuem uma seguranca que é ne-
gada aquelas que s6 podem ser atingidas empiricamente” (EDDINGTON, The
philosophy of physical science, p. 19).

A anélise epistemologica defendida por Eddington consiste essencialmente em
determinar as conseqiiéncias dos processos de observacao utilizados pelos fisi-
cos, de modo a prever algumas (mas nao todas) as propriedades daquilo que
podera vir a ser observado. O conhecimento do universo fisico que provém das
observacoes é denominado “conhecimento a posteriori”, e aquele que provém do
estudo epistemoldgico dos processos de observacao ¢ o “conhecimento a prior:”
(EDDINGTON, The philosophy of physical science, p. 24). No entanto, o conhe-
cimento a priori nao é um conhecimento tirado do nada. E preciso primeiramente
desenvolver um plano de observacgoes, descrever os instrumentos de pesquisa, e
entao analisd-los para obter algum resultado a partir deles. Uma pessoa sem expe-
riéncia observacional e sem conhecimento daquilo que outros cientistas poderiam
lhe contar sobre o trabalho observacional nunca poderia desenvolver uma anélise
epistemologica, no sentido em que Eddington utiliza essa expressao.

Pode-se dizer que o método epistemoldgico de Eddington nao é tao puramente
epistemoldgico quanto se poderia imaginar & primeira vista. Como Harold Jeffreys
comentou, as andlises desenvolvidas por Eddington utilizam um grande volume
de conhecimentos fisicos ja existentes (WHITROW, 1983, p. 264).

Eddington comenta que, anteriormente, a idéia de conhecimentos a prior:
na fisica havia sido rejeitada; mas nesse periodo antigo, tentava-se chegar a con-
clusoes a priori a respeito de um mundo externo, objetivo. No entanto, Eddington
considera que é possivel um conhecimento a priori sobre o “universo fisico”, que
é definido por ele como aquilo que a fisica descreve, e nao como uma realidade
externa.

Poderiamos entender essa posi¢ao de Eddington de um modo um pouco menos
chocante. Existem principios meta-teéricos na fisica, que se aplicam ao nosso
modo de construir as equacoes e que nao saem da observacao do mundo exte-
rior, mas sao impostas pelo fisico. Temos, por exemplo, o principio de que as
grandezas dos dois lados de uma igualdade devem ser do mesmo tipo. Se de um
lado temos um tensor contravariante de segunda ordem, do outro lado também
devemos ter um tensor contravariante de segunda ordem. Se de um dos lados da
equagao temos um tensor cujo divergente é nulo, devemos ter do outro lado outro

tensor cujo divergente também seja nulo. Nao ha nada de estranho nessas im-
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posicoes, que utilizamos sem analisar mais profundamente. Essas sao imposicoes
do formalismo, nao sao o resultado do estudo da natureza externa, mas levam a
conseqiiéncias fisicas importantes.

Whitrow comentou que ha uma semelhanca de principio entre o método de
Eddington e a analise dimensional desenvolvida no século XIX. Muitas vezes é
possivel antecipar o resultado de teorias muito complicadas, utilizando a anélise
dimensional. Como isso pode funcionar? A analise dimensional nio faz (nem
pode fazer) afirmagoes sobre o universo. Ela s6 pode fazer afirmagoes sobre a
estrutura das equacoes que os fisicos criam. O poder da analise dimensional
vem de sua capacidade de indicar propriedades que as leis quantitativas da fisica
devem obedecer, para serem coerentes com os conceitos sobre medidas e unidades
basicas da fisica. Utilizando essa anélise, é possivel chegar a relagdes nas quais
fica apenas faltando descobrir o valor de certas constantes adimensionais. O
método funciona e, de certa forma, é epistemoldgico, no sentido de Eddington.
Assim, Whitrow comenta que o trabalho de Eddington era uma tentativa de
desenvolver um método mais poderoso do que a analise dimensional, através de
uma teoria mais profunda a respeito das medidas, que pudesse calcular os valores
das constantes adimensionais (WHITROW, 1983, p. 265). Colocando-se as coisas
dessa forma, a proposta de Eddington nao parece tao absurda.

Eddington procura indicar as semelhangas de sua filosofia com a de sistemas
anteriores. Ele indica que, dentre os filosofos antigos, Kant teria sido o que
defendeu idéias mais parecidas com a da proposta do proprio Eddington. No
entanto, ele nao aceitava o rotulo de “kantiano” (EDDINGTON, The philosophy of
physical science, p. 188). Sob outros aspectos, o pensamento de Eddington tinha
semelhancgas com o positivismo logico, mas também havia diferencas importantes.

Apesar de defender a possibilidade de uma ciéncia a priori, Eddington se dis-
tancia de filésofos como Kant, porque nao aceita que as formas de pensamento
sejam imutaveis. Ele reconhece que h& uma historia do pensamento humano - e,
mais particularmente, da ciéncia - que deve ser levada em conta. No momento
atual (para Eddington) o desenvolvimento da teoria da relatividade (e, depois, da
mecanica quantica) havia permitido perceber certas estruturas de pensamento,
mas no futuro poderiam surgir outras diferentes (MERLEAU-PONTY, Philoso-
phie et théorie physique chez Eddington, pp. 27-28).

Por analogia com a estoria da rede, Eddington chama sua proposta de “sub-
jetivismo seletivo”, porque o processo de observacao pode ser considerado como
um tipo de selecao daquilo que se observa, e subjetivo no sentido de que a epis-

temologia nao estuda uma realidade externa, mas estuda os procedimentos dos
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cientistas e a descri¢do que a ciéncia faz do mundo (EDDINGTON, The philo-
sophy of physical science, p. 26). O universo fisico é subjetivo no sentido de ser
construido pelos cientistas (e poder mudar com o tempo). No entanto, “subjetivo”
nao é um adjetivo negativo, para Eddington. Ha vantagens em dispor-se de um
universo subjetivo - pois ele pode ser conhecido diretamente pelo pesquisador.
O universo “objetivo”, por outro lado, nao pode ser captado diretamente, nao é
passivel de conhecimento imediato e, por isso, nao faz parte daquilo que a ciéncia
estuda. No entanto, Eddington ndo nega a objetividade do mundo externo (como

Berkeley e outros idealistas).

5.2 A filosofia de Eddington e a fisica

Eddington nunca se preocupou em obter uma formacao filos6fica mais ampla. Seu
trabalho filosofico foi guiado essencialmente pela pesquisa fisica e ele nao tomava
conhecimento do desenvolvimento da filosofia de sua época (MERLEAU-PONTY,
Philosophie et théorie physique chez Eddington, p. 18).

A base da filosofia da ciéncia apresentada por Eddington é a propria pratica
cientifica, da qual ele procurou extrair suas idéias.

Para Eddington, a base da teoria da relatividade nao ¢ um conjunto de for-
mulas e sim um novo ponto de vista, envolvendo a idéia de que apenas podemos
observar relacoes entre entidades fisicas. Ao discutir o processo de medida e de
observacao da fisica, a teoria da relatividade trouxe a epistemologia como auxiliar
da ciéncia. Da mesma forma, a énfase na rejeicao de inobservaveis, utilizada pela
teoria quantica, é de natureza epistemologica (EDDINGTON, The philosophy of
physical science, pp. 31-32)

Na fisica quantica, a partir do principio de que dois elétrons nao podem ser
distinguidos um do outro, sao tiradas conseqiiéncias fisicas importantes. Trata-se
de um exemplo de analise epistemologica (EDDINGTON, The philosophy of phy-
sical science, pp. 35-36). A estatistica de Fermi-Dirac depende dessa suposicao.
Da mesma forma, quando Eddington procurou deduzir o valor da constante de
estrutura fina, utilizou esse mesmo principio para discutir como deveria ser feita
uma descri¢ao quantica correta de um sistema de dois elétrons, terminando por
concluir que a for¢a coulombiana era uma outra conseqiiéncia da indistinguibili-
dade de dois elétrons. Podemos ter dividas sobre a deducao feita por Eddington;
mas devemos aceitar que ele estava procurando seguir um exemplo bem sucedido

da teoria quantica, de obter conseqiiéncias fisicas importantes a partir de um
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principio epistemoldgico.

Aqueles que nao estao familiarizados com a mecanica ondulatoria
podem ficar atonitos por haver uma diferenca entre a mecanica de
particulas distinguiveis e a mecanica de particulas indistinguiveis.
Mas isso nao deveria surpreender os fisicos quanticos, pois admite-
se universalmente que h& uma diferenca entre as suas estatisticas
[dos dois tipos de particulas|, que ndo é menos misteriosa. Real-
mente eu nunca consegui compreender por que aqueles que estao bem
conscientes das importantes conseqiiéncias da indistinguibilidade em
grandes grupos nao se preocupam em examinar suas conseqiiéncias
precisas em sistemas menores. Seja ao considerarmos o efeito bem
conhecido na estatistica de grandes grupos ou os efeitos menos conhe-
cidos da mecanica de duas particulas, as conclusoes parecem incriveis
a menos que tenhamos em mente a subjetividade do mundo descrito
pela fisica e de tudo o que ela diz que ele contém. Naturalmente
se pode objetar que as particulas nao podem ser afetadas por nossa
falta de capacidade em distingui-las, e é absurdo que elas mudem seu
comportamento por causa disso. Isso seria verdade se estivéssemos
nos referindo a particulas completamente objetivas e a um compor-
tamento completamente objetivo. Mas nossas generaliza¢oes sobre
seu comportamento - as leis da mecanica - descrevem propriedades
impostas por nossos processos de observacao, como a generalizagao
sobre os peixes que podem ser capturados foi imposta pela estrutura
da rede. As particulas objetivas nao estao preocupadas com nossa in-
capacidade de distingui-las; mas elas também nao estao preocupadas
com o comportamento que lhes atribuimos e que é parcialmente uma
conseqiiéncia de nossa incapacidade de distingui-las. E este compor-
tamento observavel, e nao o comportamento objetivo, com o qual nds

estamos preocupados. (EDDINGTON, The philosophy of physical

science, p. 37)

Uma das formas mais comuns dos principios epistemologicos seria, de acordo
com Eddington, a afirmacao de que certa coisa é inobservavel. Esse tipo de
principio comecou a ser utilizado na fisica a partir do desenvolvimento da teoria
da relatividade (EDDINGTON, The philosophy of physical science, p. 45).

Eddington comenta que, embora as teorias fisicas modernas (relatividade e

mecanica quantica) envolvessem de forma essencial a metodologia epistemologica,
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isso nao era reconhecido por muitos fisicos. Aqueles que apenas aplicam a nova
fisica (ao contrario dos que a desenvolveram), principalmente, ndo pareciam cons-
cientes dessa nova situacao (EDDINGTON, The philosophy of physical science,
p. 54). No entanto, para Eddington, as pessoas que realmente compreendiam
a teoria da relatividade nao poderiam negar que, nela, houve uma substituicao
parcial de hipodteses fisicas por principios epistemoldgicos. No entanto, existiam
diversas opinioes sobre a extensao que essa substituicao tinha tomado, ou até que
ponto poderia chegar e Eddington tinha uma opiniao que sabia ser diferente da

maior parte de seus colegas:

Penso que todo o sistema de hipoteses fundamentais pode ser subs-
tituido por principios epistemologicos. Ou, para colocar de forma
equivalente, todas as leis da natureza que usualmente classificamos
como sendo fundamentais podem ser vistas como conseqiiéncias de
consideracoes epistemologicas. Correspondem a um conhecimento a
priori e, portanto, sdo totalmente subjetivas. (EDDINGTON, The
philosophy of physical science, pp. 56-57).

Nao existe um método infalivel de pesquisa. Uma abordagem que levou a
excelentes resultados em uma area pode levar ao fracasso em outra. Eddington
estruturou sua metodologia epistemologica a partir de exemplos bem sucedidos
desenvolvidos na fisica do século XX. No entanto, isso nao podia garantir o sucesso
de seu trabalho.

Como vimos anteriormente, Eddington propds uma nova interpretacao da
equagao do campo gravitacional no vacuo (com constante cosmologica), Gy =
Aguv- Ele provou, a partir dessa equagao, que os raios de curvatura direcionais do
espaco vazio sao sempre iguais, em todas as dire¢coes, mesmo em regioes onde ha
um campo gravitacional variavel, e que esse raio de curvatura estava relacionado
com a constante cosmologica, sendo igual a \/g . Vimos, também, que ele logo in-
terpretou esse resultado puramente matematico, técnico, como uma conseqiiéncia
do principio epistemologico de que todos os comprimentos sao relativos, e que um
objeto material no vacuo precisa ajustar seu comprimento ao padrao geométrico
14 existente - e que é proporcionado exatamente pelo raio de curvatura do espaco.

Tanto no caso da teoria da relatividade quanto, depois, no desenvolvimento
da teoria quantica, os fisicos perceberam que era necessario tomar cuidado com
coisas inobservéveis (o éter, a posi¢ao e a velocidade de um elétron, etc.). Torna-
se importante, por isso, especificar o que pode ser observado, e como pode ser

medido. Segundo Eddington, nés s6 podemos observar relacoes entre objetos
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fisicos (MERLEAU-PONTY, Philosophie et théorie physique chez Eddington, p.
25). Dentre essas relacoes, as mais fundamentais sdo as medidas de comprimento,
que estabelecem relacoes entre um dado objeto e um padrao. A propria nocao de
medidas espaciais se torna sem significado se nao é possivel pensar sobre algum
padrao e, por isso, pode-se concluir que deve existir um padrao de medida no
universo.

Com essa reinterpretacao, a equac¢ao do campo gravitacional no vacuo, G, =
Aguv, torna-se uma conseqiiéncia imediata do proprio conceito de medigao de com-
primentos. Sendo fundamentada em um argumento epistemologico, essa relagao
parecia a Eddington algo totalmente seguro e, portanto, a constante cosmologica
era também algo que nao poderia ser abandonado. Ele chegou a afirmar, em outra
obra, que “se alguma vez a teoria da relatividade cair em descrédito, a constante
cosmica serd o ultimo bastiao a cair” (EDDINGTON, The expanding universe, p.
148). O motivo dessa afirmagao tao radical - e que destoa da opinido de outros
fisicos da época - é que Eddington via essa sua prova, baseada em argumentos
epistemologicos, como mais segura do que qualquer outro aspecto da teoria da
relatividade geral.

Eddington nao comecou com uma idéia preconcebida sobre o método epis-
temologico. Como cientista, ele partiu do estudo cientifico e, ao se familiarizar
com a teoria da relatividade, percebeu o poder desse método e diz ter percebido
que ele abrangia um campo cada vez maior da fisica fundamental. Assim, ele
se convenceu que o método epistemologico nao so6 era importante, mas que iria
acabar se tornando o método central - nao apenas para encontrar a forma das
leis fundamentais, mas até mesmo para calcular as constantes fundamentais da
natureza (EDDINGTON, The philosophy of physical science, p. 58).

Essa crenca nao foi adotada por Eddington desde o inicio. Ele pensava, du-
rante algum tempo, que uma parte da fisica (a teoria quantica) nao podia ser
reduzida a principios a priori. Depois, quando comegou a tentar calcular as
constantes basicas da fisica, também achou que haveria pelo menos uma delas
(o namero de particulas do universo) que nao poderia ser encontrada a priori
(EDDINGTON, The philosophy of physical science, p. 59). Na época em que
escrevia este livro, a fisica nuclear lhe parecia nao ter ainda atingido um estagio
que permitisse aplicar-lhe o método epistemologico - da mesma forma que a teoria
quantica, antes de 1925.

O capitulo 11 do seu livro The philosophy of physical science comeca com
uma afirmacao que parece ser uma provocacao: “Eu acredito que ha 15 747 724
136 275 002 577 605 653 961 181 555 468 044 717 914 527 116 709 366 231
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425 076 185 631 031 296 proétons no universo e o mesmo numero de elétrons”
(EDDINGTON, The philosophy of physical science, p. 170). Eddington ndo tinha
certeza sobre a exatidao desse ntimero e afirma que poderia haver algum engano
tolo nos seus calculos, mas nada que nao pudesse ser corrigido rapidamente por
outros pesquisadores. Nao haveria, em resumo, nenhuma barreira essencial ao
conhecimento desse niimero.

A revolucao trazida pela teoria da relatividade foi a introducao da exigén-
cia de que todas as quantidades fisicas deveriam ser definidas por seus processos
de medida e que aquilo que nao pode ser medido deveria ser rejeitado da fisica
(EDDINGTON, The philosophy of physical science, p. 71). Porém, Eddington
considerava que essa analise do processo de medida nao havia sido levada até
suas ultimas conseqiiéncias. Para medir comprimentos, na teoria da relatividade,
supoe-se a existéncia de algum objeto material (um padrao de medidas solido).
Mas esse objeto nao pode ser justificado pela propria teoria da relatividade. Para
se estudar um cristal, por exemplo, é necessaria a intervengao da fisica atomica
e da teoria quantica. Assim, pode-se esperar que a base da medida de com-
primentos utilizada na relatividade tenha alguma relagao com a fisica quantica
(EDDINGTON, The philosophy of physical science, p. 75).

Embora a teoria da relatividade e a mecanica quantica tivessem utilizado o
método epistemologico, Eddington acreditava que essas duas teorias ainda nao
haviam aproveitado todas as vantagens desse método. Fazendo uma anélise epis-
temologica mais completa, e verificando suas conseqiiéncias matematicas, seria
possivel determinar todas as leis fundamentais da natureza, incluindo as constan-
tes puramente numéricas da natureza, sem a ajuda de nenhuma hipoétese fisica
(EDDINGTON, The philosophy of physical science, p. 104). A possibilidade
de utilizagao desse método indicaria, segundo ele, que as leis fundamentais e as
constantes da fisica sao puramente subjetivas, sendo provenientes do equipamento

sensorio e intelectual que determinam o conhecimento.

5.3 A visao epistemologica na primeira fase de
Eddington

Pode-se supor que toda essa justificativa epistemologica que Eddington apre-
sentou para seu trabalho é simplesmente uma filosofia ad hoc, uma desculpa
que ele inventou depois do desenvolvimento de seus trabalhos “estranhos” para

tentar dar-lhe algum sentido. McCrea afirmou que o pensamento filosofico de
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Eddington teria se desenvolvido a partir de 1928, quando ele escreveu The na-
ture of the physical world (McCREA, 1991, p. 71). Se McCrea estivesse correto,
poderiamos interpretar a mudanca do pensamento filosofico de Eddington como
sendo produzido por seu trabalho com as constantes adimensionais. Na verdade,
no entanto, essas idéias surgiram muitos anos antes.

O fato historico curioso é que ha uma continuidade entre a filosofia da cién-
cia de Eddington em sua fase “normal” e sua filosofia da ciéncia na fase “es-
tranha”. Dentro de sua exposigao “ortodoxa” da teoria da relatividade geral ( The
mathematical theory of relativity) Eddington ja havia introduzido aspectos impor-
tantes de sua filosofia da ciéncia, como o principio de identificacao (KILMISTER,
Eddington’s search for a fundamental theory, p. 59). Desde 1920 - muito antes
de tentar calcular teoricamente as constantes universais - Eddington ja defendia
uma epistemologia idéntica a de sua segunda fase.

Quando se 1& com atencao o proprio livro The mathematical theory of relati-
vity, percebe-se que la ja estao presentes essas concepgoes, em meio as discussoes
técnicas sobre a teoria da relatividade. Nao existem dois Eddingtons. FExiste
apenas um Eddington, em duas fases profissionais. Na primeira, desenvolveu tra-
balhos que pareciam corretos aos seus contemporaneos e durante a qual formulou
sua concepcao sobre o método da fisica teorica. Na segunda, aplicou as idéias que
tinha desenvolvido anteriormente a um novo tipo de estudos, e seu trabalho foi
considerado um fracasso pela comunidade cientifica. Mas a concepcao de ciéncia,
nos dois casos, é a mesma.

A procura de uma unificacao da fisica também estava presente em traba-
lhos antigos de Eddington. Apods o desenvolvimento da teoria da relatividade
geral, Hermann Weyl havia proposto uma generalizacao da teoria, utilizando
uma geometria um pouco diferente (com um tensor de curvatura que nao era
mais simétrico) e incluindo nesse formalismo tanto a gravitacao quanto o eletro-
magnetismo. Logo depois o proprio Eddington tentou generalizar ainda mais a
teoria de Weyl, para resolver alguns de seus problemas, mantendo a idéia de uma
teoria unificado da gravitacao e do eletromagnetismo (KILMISTER, Eddington’s
search for a fundamental theory, p. 47). E essencial, portanto, estudar os traba-
lhos mais antigos de Eddington (antes da sua tentativa de calcular as grandezas
adimensionais da fisica) para verificar se ha de fato uma coeréncia e continuidade
em seu pensamento.

O contato de Eddington com a teoria da relatividade geral comegou em 1916,
através de De Sitter, que lhe enviou uma copia do trabalho de Einstein (isso

ocorreu durante a primeira guerra mundial, quando a comunicacao direta entre
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Alemanha e Inglaterra estava interrompida). Em 1918 Eddington escreveu um
relatorio sobre a relatividade geral para a Physical Society de Londres e em 1919
foi um dos principais organizadores da expedicao que verificou o desvio da luz
das estrelas durante um eclipse solar. No ano de 1920 ele escreveu um livro de
divulgacao sobre a teoria da relatividade, Space, time and gravitation. Ao pu-
blicar a edi¢ao francesa dessa obra (em 1921), inseriu um apéndice matemético
que, depois, foi expandido e se tornou a obra The mathematical theory of re-
lativity, de 1923. Este livro foi a principal fonte através da qual os fisicos de
lingua inglesa aprenderam relatividade, nos anos seguintes. Durante o desen-
volvimento da mecanica quantica, na década de 1920, Eddington se manteve a
parte. Aparentemente os métodos dessa nova teoria nao o atraiam tanto quanto
a teoria da relatividade. Entusiasmou-se, no entanto, com o trabalho de Dirac,
que relacionava a teoria da relatividade a mecanica quantica.

Eddington nao via a teoria da relatividade como uma teoria acabada. Desde
suas primeiras publicacoes ele procurou analisar a teoria de um modo diferente,
adicionando suas proprias contribuicoes.

A filosofia da ciéncia de Eddington comecou a ser desenvolvida a partir de seus
estudos sobre a teoria da relatividade. Antes disso, seus trabalhos nao mostravam
nenhum interesse filosofico mais profundo (MERLEAU-PONTY, Philosophie et
théorie physique chez Eddington, pp. 9-10). Em 1920 ele publicou dois artigos
na revista filosofica Mind. Nos seus livros sobre relatividade, a partir de entao,
aparece uma preocupacao filosofica muito clara, guiando sua interpretacao da
teoria e até mesmo suas pesquisas. Em 1928 Eddington publicou seu primeiro
livro filosofico, The nature of the physical world. A partir de entao, seus trabalhos
técnicos se intercalam com trabalhos filosoficos, culminando com The philosophy
of physical science (1938) que contém a versao mais acabada de seu pensamento.
Mas a maior parte de suas idéias filosoficas fundamentais ja estava presente nos
seus trabalhos anteriores.

E possivel encontrar a atitude aprioristica peculiar de Eddington desde seus
mais antigos escritos sobre filosofia da ciéncia. Vamos analisar dois artigos que
ele publicou em 1920, sobre “O significado da matéria e as leis da natureza de
acordo com a teoria da relatividade” (EDDINGTON, 1920a) e sobre “Os aspectos
filosoficos da teoria da relatividade” (EDDINGTON, 1920b).

Segundo Eddington, a ciéncia utiliza trés tipos de entidades: (1) conceitos
analiticos elementares, que ndo podem ser definidos nem medidos; (2) relagoes,
que nao podem ser definidas mas podem ser medidas; (3) objetos da experiéncia,

que podem ser definidos. As teorias da fisica utilizam entidades que nao podem
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ser definidas, “Mas é desejavel que em algum estigio na discussao consigamos
saber sobre o que estamos falando; e isso é conseguido quando identificamos
uma das complexas combinacoes de nossos indefiniveis com algum objeto da
experiéncia reconhecido pela mente” (EDDINGTON, 1920a, p. 146). um exemplo

é o tensor métrico:

O matemético mede esta qualidade do Mundo por um conjunto de
coeficientes, indicados individualmente por gi1, gi2, etc., até gu, e
coletivamente por g,,. Mas os g,,, além de conter a medida desta
qualidade absoluta, contém alguma outra coisa - o espaco e tempo
fisico, que nos agora acreditamos nao serem qualidades intrinsecas do
mundo. (EDDINGTON, 1920a, p. 149)

Pode-se utilizar qualquer sistema de medida de espaco e tempo, e ha uma
ferramenta matemaética que permite desenvolver esse estudo deixando as coorde-

nadas completamente indefinidas.

As entidades como g,, e G, (chamadas de tensores) ocupam uma
posicao intermediéria entre as qualidades intrinsecas do mundo e as
qualidades que envolvem espaco e tempo ao acaso. O desapareci-
mento de um tensor indica realmente uma condi¢ao intrinseca com-
pletamente independente do espaco e do tempo, e a igualdade de dois
tensores na mesma regido é também uma relacio absoluta. E por
essa razao que G, (o tensor mais simples depois de g,,) atrai nossa
atencdo. (EDDINGTON, 1920a, p. 150)

Eddington indica, em seguida, que no espaco vazio vale a relagao

1
ij — §g”VG =0

e comenta:

De forma diferente da lei newtoniana, essa [lei] ndo pressupoe ne-
nhum modo particular de medir o espaco e o tempo, e é especialmente
por esta razao que ela se recomenda para aqueles que possuem uma
tendéncia a favor da teoria da relatividade. Ela expressa uma re-
lacao entre propriedades intrinsecas de porcoes adjacentes do Mundo,
e nao (como na lei newtoniana) uma relagao entre essas propriedades
e algum espago e tempo externos. (EDDINGTON, 1920a, p. 150)
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Nas regioes com matéria, a lei da gravitacao toma a forma:

G — %gWG = 87T,

Eddington indica que a interpretagao usual dessas equagoes ¢ que a matéria
perturba o continuo espaco-tempo. No entanto, ele propoe uma interpretacao
diferente, pois lhe parece incongruente introduzir um objeto da experiéncia (ma-
téria) como um corpo estranho entre conceitos analiticos com os quais a teoria
estava sendo construida. Eddington acredita que em vez de forcar algo externo

nas equacoes, de procurar identificar os termos que aparecem nela.

Nao parece existir razao para postular que existe uma entidade [maté-
ria| de natureza estranha que causa a diferenga de geometria; e se pos-
tularmos tal entidade sera pouco adequado consideri-la como matéria
fisica, porque nao é a entidade estranha mas a diferenca de geometria
que é o sujeito do experimento fisico. (EDDINGTON, 1920b, p. 420)

Primeiramente, Eddington vai reinterpretar a equagao da gravitacao no espago
vazio, afirmando que “A lei de Einstein da gravitacao nao é uma lei da natureza
e sim uma definigao - a definicdo de um vacuo” (EDDINGTON, 1920a, p. 151).
O que significa isso, para ele? Significa que quando encontramos em uma regiao
do universo as propriedades descritas por G, — % 9wG = 0, esta regiao tem certa
caracteristica que pode ser identificada com algum aspecto de nossa experiéncia
sensorial e ele sugere que tal regiao nos transmite a percepgao sensorial de vazio.
De modo semelhante, quando G, — %gu,,G nao ¢ igual a zero em uma outra
regiao, ela nos transmite outra impressao - e chamamos essa segunda situacao de

matéria.

Isto novamente nao é uma lei inerente ao mundo externo, mas mera-
mente descreve como a qualidade até aqui indefinivel medida pelo lado
esquerdo da equacgao é apreciada pela mente humana. A matéria nao
causa uma irregularidade no campo gravitacional; a irregularidade do
campo gravitacional é matéria. (EDDINGTON, 1920a, p. 152)

Eddington identifica irregularidades de G, — %g,“,G com a matéria, que é
algo que podemos perceber com nossos sentidos. Mas que relagao pode haver
entre G, — %gWG e nossa mente? Se considerarmos os g,, como sendo uma
propriedade do espaco e tempo, seria incompreensivel como eles podem produzir

uma sensacao na mente. A solucao, para Eddington, é que o cérebro é constituido
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por G, — %gu,,G e que, por isso, os g,, podem criar uma impressao na mente
(EDDINGTON, 1920a, p. 152).

Para Eddington, nao existe uma matéria que produz modificagoes no espaco-
tempo, pois a matéria é esse conjunto de modificacoes do espago-tempo. Nao
existe também uma mente capaz de perceber as modificacoes do espago-tempo
externas a ela, pois a mente é um conjunto de modificacbes do espaco-tempo.

Assim, a matéria é da mesma natureza da mente.

De acordo com essa visao nem se pode dizer que a matéria existe sem
a mente. A matéria é apenas uma entre milhares de relacoes entre os
constituintes do mundo, e nossa tarefa serd mostrar por que uma re-
lacao particular tem um valor especial para a mente. (EDDINGTON,
1920a, p. 153)

Estudando outras propriedades dos tensores formados a partir dos g,,,, Edding-
ton procura fazer outras identificagoes. O tensor G, — %gWG obedece & pro-
priedade de conservagao (pois, como sabemos, seu divergente é nulo, o que re-
presenta matematicamente a idéia de uma continuidade). Ora, a mente parece
ter uma certa predilecao por viver em um universo mais ou menos permanente e
procura no mundo externo certos elementos que sejam permanentes e que chama
de matéria. O tensor G, — %gWG satisfaz exatamente esse desejo de permanén-
cia e pode por isso ser escolhido para representar a matéria. No entanto, esses
resultados nao sao “leis da natureza”. As propriedades dos G, serao as mesmas
em um universo imaginario, e independentemente de escolhermos representar o
espaco-tempo ou as relacoes humanas pelo tensor g,, (EDDINGTON, 1920a, pp.
153-154).

A intervencao da mente nas leis da natureza tem, creio eu, um al-
cance maior do que os fisicos usualmente supoem. Eu estou quase in-
clinado a atribuir toda a responsabilidade pelas leis da mecéanica e da
gravitacao a mente, e negar ao mundo externo qualquer participagao
nelas. Provavelmente serd objetado que isso estda indo muito longe;
sem duvida as leis dependem da escolha que a mente faz do material
para seu universo, mas certamente a Natureza merece algum crédito
por fornecer material com propriedades tao convenientes? Eu duvido
disso. Tanto quanto posso ver, a Natureza s6 precisou fornecer um
agregado tetra-dimensional de eventos pontuais; e como estes e suas

relacoes nao podem ser definidos, e podem ser de qualquer carater,

160



seria possivel em qualquer caso escolher um conjunto de entidades
que servissem como eventos pontuais, por pior que a Natureza tivesse
manejado as coisas no mundo externo. Apenas a mente é responsavel
pelo uso que faz dos eventos pontuais. (EDDINGTON, 1920a, p. 155)

Eddington faz uma comparacao interessante, que ajuda a compreender o que
ele quer dizer. Quando se olha para o céu estrelado, a mente procura estruturas
como triangulos, alinhamentos e até mesmo figuras fantasticas formadas pelas
estrelas. E a mente que projeta essas figuras sobre as estrelas, que estao dispostas
ao acaso. Da mesma forma, nossa mente projeta sobre o mundo fisico a idéia de
substancia, de algo permanente, e procura encontrar algo que corresponda a essa
idéia (EDDINGTON, 1920b, p. 420). Assim, muitas das “leis da fisica” seriam
apenas imposi¢oes da mente a descricao do mundo, mas nao leis que governam
os acontecimentos no mundo objetivo.

Mais adiante, no seu artigo, Eddington indica que a teoria de Hermann Weyl
estende a teoria da relatividade para incluir também as forcas eletromagnéticas

dentro do espacgo-tempo, e comenta:

Se aceitarmos esta extensao da teoria, parece & primeira vista que
tudo o que chamamos de leis da natureza sao meras identificacoes
- que a mente escolhe reconhecer aquelas qualidades que, por causa
de identidade matematica, devem obedecer necessariamente as leis
que ela [a mente| impde despoticamente. As leis da mecénica, da
eletrodinamica e da gravitacao cobrem quase todo o campo da fisica;
e no entanto vimos que nenhuma delas impoe qualquer restricao no
livre arranjo do Mundo externo. Nao ha entao nenhuma lei genuina
do mundo externo? Serd o universo construido apenas de elementos
que sao puramente cadticos? (EDDINGTON, 1920a, p. 156)

Se todas as descobertas da fisica estiverem associadas a leis desse tipo,
seremos forcados a admitir que a fisica nada tem a contribuir para a
grande questao de como o mundo fora de nés é governado. Eu ainda
nao estou preparado para admitir isso. Eu penso que encontramos
algumas leis genuinas que governam o mundo externo, mais especial-
mente na fisica moderna, e estamos tentando - tal vez com pouco
sucesso - tratar delas. Mas as grandes leis exatas da gravitacao, da
mecanica e do eletromagnetismo, pelas quais a fisica conseguiu sua
alta reputacao como uma ciéncia exata, todas elas pertencem a outra
categoria. (EDDINGTON, 1920b, p. 421)
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Eddington reconhece, nessa época, que havia leis que nao podiam ser incluidas
nessa interpretacao. A teoria da relatividade nao introduzia nenhuma atomici-
dade na matéria, mas a matéria, a carga elétrica e a energia parecem ter uma
atomicidade. Eddington conjetura que talvez existam leis da natureza (como
essas) que nao seriam impostas pela mente. No entanto, as leis gerais da atomici-
dade e da quantizagio ainda nao haviam sido descobertas (EDDINGTON, 1920a,
pp. 156-158).

Em 1920, Eddington estava construindo uma filosofia da ciéncia baseada em
uma interpretacao muito pessoal da teoria da relatividade geral. Ao mesmo
tempo, ele estava trabalhando no desenvolvimento de uma ampliacao dessa teoria.
Assim como Weyl havia estendido a teoria de Einstein para incluir o eletromag-
netismo, Eddington tinha a esperanca de conseguir ampliar a teoria de Weyl para
abranger, além da gravitacao e do eletromagnetismo, as forgcas que controlam as

proprias particulas da matéria.

Passando além da geometria euclidiana, aparece a gravitacao; pas-
sando além da geometria riemanniana, aparecem as forcas eletromag-
néticas; o que resta para ser conseguido por uma generalizacao poste-
rior? Evidentemente, as forcas de ligacao nao-maxwellianas que con-
servam um elétron unido. Mas o problema do elétron deve ser dificil,
e nao posso dizer se a presente generalizagao é bem sucedida em pro-
porcionar os materiais para sua solugdo. (EDDINGTON, 1921a, p.
104)

Se isso fosse conseguido, essa teoria unificada talvez pudesse explicar as pro-
priedades atomicas da matéria e toda a fisica passaria a ter um tnico tipo de
fundamentacgao. Para tentar construir esse tipo de teoria, em 1921, Eddington
utilizou exatamente o tipo de concepcao filosofica que descreveu nos artigos de
1920. Embora o artigo de 1921 seja essencialmente técnico, nele aparece um

paragrafo que mostra essa conexao:

Um estudo dedutivo da geometria do universo e um estudo indu-
tivo da ciéncia observacional atacam o problema da Natureza de ex-
tremos opostos. Os conceitos mais elementares do conhecimento ex-
perimental podem nao aparecer até um estagio tardio do tratamento
dedutivo. Nosso trabalho segue portanto duas etapas: primeiro, o
desenvolvimento de uma geometria pura de um tipo muito geral; se-

gundo, uma teoria fisica baseada na identificacao de funcoes geométri-
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cas com quantidades obtidas por medida experimental. (EDDING-
TON, 1921a, p. 105)

Sob o ponto de vista geométrico, a teoria de Weyl se diferencia da relatividade
geral por admitir que comparacoes de comprimento em dois pontos diferentes do
espaco-tempo podem dar resultados diferentes, conforme o caminho utilizado
para fazer essa comparacdo. E necessario assim introduzir uma unidade de com-
primento em cada ponto do espaco-tempo. Esse sistema de unidades-padrao é
chamada de “sistema de escala” ou “sistema de calibragao” (gauge system). A
teoria de Weyl supoe que o sistema de calibracao é tao arbitrario quanto o sis-
tema de coordenadas; no entanto, aparece a necessidade de introduzir um tipo
especial de sistema de calibracao chamado “natural” para permitir comparacoes
entre objetos distantes - pois, afinal de contas, supomos que faz sentido comparar
o tamanho do Sol com o da Terra. Eddington se preocupou em analisar melhor
o significado desse sistema de escala natural (EDDINGTON, 1921a, p. 105) e,
a partir dai, prop6s uma generalizacao da teoria de Weyl, com menos restrigoes
matematicas.

Poderiam ser indicados outros exemplos, mas estes devem ser suficientes para
mostrar que, muito antes de 1928 (quando publica seu primeiro livro de filosofia
da ciéncia e seu primeiro artigo sobre o calculo das constantes adimensionais),
Eddington ja havia formulado e aplicado seu método epistemologico.

Assim, pode-se ver que a epistemologia de Eddington nao é uma tentativa de
justificar seus trabalhos nao-ortodoxos sobre o calculo das constantes da natureza.
Suas idéias sobre a natureza do método cientifico j& haviam surgido muitos anos
antes, como resultado de seus estudos sobre a teoria da relatividade, e ele ja havia
aplicado esse método em outros trabalhos (como sua proposta de uma alternativa
a teoria de Weyl, ou sua interpretacao da constante cosmologica como um padrao
de medidas). A propria exposi¢ao que Eddington fazia da lei da gravitagao de
Einstein na presenca de matéria como consistindo em uma mera identificacao de
grandezas abstratas com objetos da experiéncia, seguia esse método. Podemos,
assim, aceitar a afirmagao que Eddington fez em 1939: “Nem os avancos cientificos
da ultima década nem esses anos de reflexao alteraram a tendéncia geral de minha
filosofia” (EDDINGTON, The philosophy of physical science, p. viii).

Houve, portanto, uma grande continuidade e coeréncia no trabalho de Edding-
ton. Inicialmente, seus contemporaneos aparentemente nao perceberam quao ra-
dicais eram suas idéias, porque ele parecia estar apenas descrevendo os resultados

aceitos, da teoria da relatividade.
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Kilmister, por exemplo, comentou que, quando jovem, estudou o livro The ma-
thematical theory of relativity sem perceber que tal obra continha muitas idéias
filosoficas pouco ortodoxas. No entanto, a obra que Eddington publicou em 1936
- Relativity theory of protons and electrons - chamou a atengao claramente para
a posi¢ao impar de Eddington, em relagio a sua metodologia (KILMISTER,
Eddington’s search for a fundamental theory, p. ix).

Pode-se dizer que os contemporaneos de Eddington s6 se deram conta do
carater revolucionario do seu método quando ele comecou a aplicid-lo ao calculo
das constantes da natureza. A reacao negativa, nessa época, deve ter sido inespe-
rada para Eddington, que nao estava fazendo (em sua opinidao) nada de estranho.
Ele estava apenas aplicando aquilo que havia aprendido com o desenvolvimento

da teoria da relatividade (e, depois, da mecéanica quéantica).
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Capitulo 6
Consideracoes finais

O autor central estudado nesta pesquisa é Sir Arthur Eddington. Nao obstante,
ao seguir o percurso histérico do desenvolvimento das cosmologias relativisticas
passamos pelas contribuicoes que outros autores, ente eles Albert Einstein, Wil-
lhem De Sitter, Aleksander Friedmann, Georges Lemaitre e Henry Robertson,

fizeram ao tema.

Motivado pelas anomalias presentes na interpretacao newtoniana do universo,
Einstein propoe o primeiro modelo cosmolégico relativistico em 1917. Sobre a
visao de Einstein, o espaco tinha uma curvatura positiva e constante equivalente
a uma hiper-esfera. Para analisar o campo gravitacional do universo, Einstein
faz varias hipoteses simplificadoras, mas ao querer explicar seu modelo a partir
das suas equagoes de campo originais, G, = —K(T),, — %Tgu,,), encontra que elas
nao sao satisfeitas.

Em seguida Einstein admite que suas equagoes de campo admitem uma ex-
tensao natural, concilidvel com o postulado da relatividade, e introduze, no lado
esquerdo das suas equacoes, um termo que lhe permite argumentar sua hipotese
de um universo estatico. Este termo proporcional ao tensor métrico (o termo
cosmoldgico), contém uma constante A, que ndo é determinada pela teoria (a
constante cosmologica), que permite determinar a densidade da matéria, o raio,

o volume e a massa do universo.

Na sua anéalise do universo Einstein chega & conclusao de que um universo sem
matéria era impensavel, mas menos de dois meses depois de Einstein ter publi-
cado seu modelo, De Sitter apresenta um novo modelo cosmolégico desprovido de
materia. De Sitter considerou seu modelo como sendo estatico, mesmo que mais
tarde o universo de De Sitter foi visto como o “pioneiro” dos modelos de expansao.

Em 1922 Friedmann apresentou o primeiro modelo cosmologico relativistico em
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expansao. O trabalho de Friedmann teve pouca repercusao.

Foi s6 em 1927, com Lemaitre, que o papel da pressao nao nula foi considerado
na construcao dos modelos cosmologicos. Lemaitre associou a pressao da radiagao
a expansao do universo mas posteriormente, em 1930, Eddington mostrou que,
contrario a interpretacao de Lemaitre, o efeito da pressao da radiacao era o de
uma contra¢ao e nao de uma expansao.

Em 1930 Eddington concentra seu trabalho cosmologico na analise do ar-
tigo de Lemaitre e propoe o que hoje é conhecido como o modelo de “Lemaitre-
Eddington”. A particularidade deste modelo estd na transicao entre o universo
de Einstein, em equilibrio, e o universo de De Sitter, de densidade nula. Partindo
do fato que o estado inicial do universo é o universo de Einstein, Eddington inco-
porou como inquestionéavel a existéncia da constante cosmolégica considerando-a
como uma grandeza fisica fundamental cujo papel predominante, além de deter-
minar o raio de curvatura do universo de Einstein, era o de servir de base para o
proprio conceito de comprimento.

Eddington, trabalhando com a generalizagao do conceito de curvatura gaus-
siana e com as equacoes de campo de Einstein para o espaco vazio, encontra uma
expressao que lhe permite calcular a curvatura em qualquer direcao e, a partir
dela, encontra a relacao —ds? = % que interpreta como uma indicacao da cons-
tancia da curvatura em todas as direcoes. Ou seja, sob esta expressao em todos
os pontos, no espaco vazio, o raio de curvatura tem um valor constante.

Este resultado leva Eddington a oferecer uma nova interpretacao para a cons-
tante cosmologica. O primeiro que ele faz é esclarecer o que que significa fazer
uma medida de curvatura do espaco-tempo em alguma direcao, chegando a con-
clusao de que para fazer uma medida desta curvatura seria preciso comparar as
propriedades do espago com algum padrao de comprimento, colocado na mesma
direcao, no mesmo ponto do espaco onde a medida seria efutuada. Da mesma
forma, o comprimento de uma estrutura material especifica deveria manter uma
razao constante em relacao a curvatura do mundo no lugar e na direcao que for
colocada. Ou seja, quando uma estrutura material qualquer é deslocada no es-
pago (vazio) e colocada em qualquer outro ponto, em qualquer diregao, ela deve
ajustar seu comprimento de tal forma a manter uma proporgao contante com a
curvatura do espaco.

Baseado neste resultado Eddington passa a considerar a constante cosmologica
como o padrao de comprimento em relacao ao qual todos os outros comprimentos
deveriam ser comparados.

O raciocinio de Eddington, mesmo que pareca estranho, tem uma boa funda-
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mentacao. Ele esta generalizando a idéia que fundamneta a teoria da relatividade.
As medidas fisicas devem ser relacoes ou comparacoes. Nao ha sentido em falar
sobre tamanho absoluto, todos os tamanhos sao relacoes entre tamanhos.

Na procura da relacao entre o mundo microscopico e macroscopico Edding-
ton, baseado na consideracao da constante cosmologica como o parametro de
comparagao, acredita que a teoria de Dirac do elétron deve conter uma relagao
entre entre o elétron e o universo. Mas na teoria do elétron todas as constantes sao
conhecidas, enquanto na teoria cosmologica havia uma constante desconhecida, a
constante cosmologica. Portanto comparando a equacao do elétron com a teoria
cosmologica, Eddington encontra o valor da constante cosmologica.

As consideracoes anteriores o levaram a olhar para o que ele chamou de “cons-
tantes da natureza”. Convencido de que era possivel obter um conhecimento a
priori analisando as conseqiiéncias dos processos das observacoes de modo a pre-
ver algumas (mas nao todas) das propriedades daquilo que podera vir a ser obser-
vado, Eddington se propos obter por métodos puramente tedricos o valor destas
constantes adimensionais, as quais estavam relacionadas direta ou indiretamente

com a constante cosmoldgica.

Uma das constantes adimensionais era a constante de estrutura fina, 27’:22. O
modo pelo qual Eddington tentou calcular o valor da constante de estrutura fina
variou ao longo dos anos. O primeiro valor que Eddington encontra é o de 136,
atribuindo estes 136 aos graus de liberdade de um espago de 16 dimesoes mas,
Eddington nao da nenhum significado fisico para este espaco. O conceito de grau
de liberdade utilizado por Eddington é abstrato e nao corresponde ao da fisica
classica que nos conhecemos. Logo apos, ciente de que este valor nao concordava
com o valor obtido observacionalmente, obteve o valor de 137, argumentando que
este grau de liberdade 137 estaria associado a possibilidade de troca dos elétrons.

Outra das constantes fundamentais, adimensionais, é a razao entre a massa
do elétron e a do proton. Para encontrar este valor Eddington parte do fato de
que a equacgao de Dirac para o elétron envolve a massa do elétron, mas a massa
de uma particula isolada nao tem sentido. Portanto Eddington argumenta que
no caso da equacao de um tunico elétron, sua massa deveria ser a razao entre
a massa do elétron e alguma massa associada ao universo como um todo, e a
equagao do elétron deveria ser uma equacao que relacionasse o elétron com o
universo. Eddington procura por isso determinar em que condi¢oes uma equacao
de onda descrevendo dois corpos (o universo e um elétron) pode se transformar
na equacao do elétron (uma unica onda) e encontra desta maneira a expressao

quadratica 10m? — 136mmg + m3 = 0 e, ao calcular a razao entre os dois valores

167



encontrados, obtém um valor que esta perto do valor conhecido para a razao entre
as massas do proton e do elétron.

Esta fase do trabalho de Eddington, mesmo que interessante no seu comeco,
nao foi aceita pela comunidade cientifica da época. Um dos motivos principais foi
que, na procura dos seus interesses, Eddington baseava seu método de pesquisa
na construcao de formalismos matematicos abstratos que, mesmo que rigorosos e
interessantes, nao mantinham uma relacao fluida e clara com as aplicacoes fisicas.

Podemos ver o trabalho de Eddington como uma tentativa de quebrar o
paradigma da ciéncia de teorizar os fendmenos a partir das observacoes. A pro-
posta de Eddington vai no sentido da analise das estruturas e a forma como estas

estruturas podem ser utilizadas para chegar-se a generalizagoes.
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