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A BUSCA DA CIENCIA A PRIORI NO FINAL DO
SECULO XVIII E A ORIGEM DA ANALISE
DIMENSIONAL

.
Roberto de Andrade Martins -

Resumo — A andlise dimensional é uma técnica de obtengcdo de equagdes que
representam leis cientificas a partir de consideracbes sobre a dimensionalidade das
grandezas envolvidas. Esse método teve forte desenvolvimento na fisica durante a
segunda metade do século XIX e inicio do século XX. O mais antigo trabalho utilizando
andlise dimensional que foi localizado é um artigo de Frangois Daviet de Foncenex,
publicado em 1761, no qual o autor tentava estabelecer a priori as leis fundamentais da
Mecéanica. O trabalho de Foncenex teve boa repercussdo, gerando duas linhas de
pesquisa que serdo expostas e discutidas neste trabalho. Uma delas seguiu diretamente
o trabalho de Foncenex, aplicando argumentos dimensionais a mecdnica
(especialmente na tentativa de provar a priori a lei da composicdo das forgas). Nesta
seqiiéncia se insere o trabalho de Poisson. A outra linha introduziu o uso de
argumentos dimensionais na geometria, para tentar provar o postulado euclidiano das
paralelas. Esse tipo de abordagem foi iniciado por Adrien-Marie Legendre, em 1794. O
presente estudo, além de descrever esses episodios, faz um exame detalhado dos
conceitos subjacentes a esse método, no periodo inicial de desenvolvimento da andlise
dimensional.

INTRODUCAO

A andlise dimensional é uma técnica que permite obter equacdes que representam leis cientificas,
a partir de consideragdes sobre a dimensionalidade das grandezas fisicas — ou seja, sem ser necessario
dispor de uma feoria, propriamente dita, sobre o assunto, nem dispor de informacdes obtidas
empiricamente. Um exemplo simples pode ilustrar essa técnica. Suponhamos que queremos obter uma
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férmula para o periodo T de um péndulo simples. E preciso, inicialmente, fazer algumas hipéteses
sobre as grandezas que podem influenciar esse periodo. Suponhamos que 7 pode depender da massa
M do corpo que estd oscilando, do comprimento L do fio do péndulo, e da aceleracdo da gravidade g.
A partir da andlise das dimensdes fisicas das vdrias grandezas envolvidas, pode-se concluir que o
periodo do péndulo ndo deve depender da massa do corpo que oscila, e que deve ser dado por uma
férmula do tipo:

T=k |—
g

onde k € uma constante sem dimensdes fisicas.

O argumento € simples. As dimensdes fisicas das grandezas sdo representadas em funcdo das
dimensdes fundamentais de comprimento [L], tempo [T] e massa [M]. No caso especifico que
estamos discutindo, temos as dimensdes [T] para o periodo, [M] para a massa, [L] para o
comprimento do péndulo e [L].[T]? para a aceleracio da gravidade. Como existe uma tinica grandeza
na qual aparece [M], a massa ndo pode aparecer na equagdo procurada. Quanto as outras grandezas,
elas s6 podem ser combinadas de um tinico modo, em que as dimensdes dos dois lados da equagdo sdo
iguais. Portanto, a equagdo procurada deve ter a forma indicada.

Para se aplicar a andlise dimensional, € necessario:

1) indicar quais as grandezas fisicas que podem influenciar no fendmeno estudado;

2) determinar as dimensdes fisicas de todas essas grandezas;

3) procurar como essas grandezas podem ser combinadas de tal modo a satisfazer o principio de
homogeneidade dimensional das grandezas fisicas.

Esse método de obtengdo de equacdes foi muito utilizado na fisica, durante a segunda metade do
século XIX e inicio do século XX. Autores como Lord Rayleigh e Albert Einstein fizeram uso dessa
técnica em suas pesquisas. A andlise dimensional € especialmente til no caso de fendmenos de alta
complexidade (incluindo aplicagdes técnicas), quando ha dificuldades em desenvolver uma deducdo
tedrica propriamente dita.

Ha poucos estudos sobre a histdria da andlise dimensional. A versdo mais difundida afirma que ela
surgiu a partir dos estudos sobre homogeneidade de férmulas, realizados por Jean-Baptiste Fourier em
sua obra Théorie analytique de la chaleur, publicada em 1822. Sabe-se que, de fato, Fourier
apresentou naquele livro uma discussio sobre as dimensdes das grandezas fisicas. No entanto, naquele
estudo, ele ndo utilizou consideracdes dimensionais para deduzir formulas. Este trabalho mostrard
como surgiu a andlise dimensional — na verdade, 60 anos antes do trabalho de Fourier — e discutird
alguns aspectos de seu desenvolvimento inicial, especialmente no caso do seu uso na mecénica e na
tentativa de provar o postulado das paralelas, da geometria euclidiana.

O ARTIGO DE DAVIET DE FONCENEX

O mais antigo trabalho utilizando andlise dimensional que foi localizado € um artigo assinado por
Francois Daviet de Foncenex (1734-1799), publicado em 1761 na revista da Academia de Ciéncias de
Turim (FONCENEX, 1761). Nesse artigo, o autor tentava estabelecer a priori as leis fundamentais da
mecanica.

Esse artigo teve uma certa repercussdo positiva na época. Talvez por se tratar de um autor
desconhecido, que era discipulo de Lagrange, diversos autores atribuiram as idéias do artigo (sendo
todo seu contetido) ao préprio Lagrange.

Seguindo o exemplo de autores anteriores, que haviam tentando estabelecer a mecanica a partir de
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consideracdes gerais — especialmente d’Alembert — Foncenex tentou provar a lei da inércia, a lei da
composicdo das forcas e a lei do equilibrio das alavancas. Nesses dois dltimos casos, ele utilizou
argumentos dimensionais.

Fy Tl

F 7

Figura 1. A lei de composicao das forcas afirma que o efeito produzido por duas forcas nao paralelas,
F, e F,, aplicadas a um mesmo ponto, é equivalente ao efeito de uma tinica forca F3, cuja direcido e méodulo
sao dados pela diagonal do paralelogramo formado a partir de F; e F,.

A lei de composicdo de forcas (ou “regra do paralelogramo”) € muito antiga. Ela aparece na
mecanica do pseudo-Aristételes, e foi muito utilizada nos séculos XVI e XVII (ver CROWE, 1967,
pp- 2, 13-14). Ela se tornou especialmente importante a partir de 1687, quando Pierre Varignon,
Bernard Lamy e Isaac Newton (independentemente) tentaram justificar essa lei a aplicaram-na a
diversos problemas mecanicos. No caso especifico de Newton, essa lei seria um coroldrio das trés leis
do movimento, € ndo um principio independente. Autores posteriores consideraram a andlise de
Newton insatisfatéria. Jean d’Alembert, na primeira edi¢do do seu Traité de dynamique (em 1743)
argumentou que todas as leis bdsicas da mecanica podiam ser provadas a partir de “principios
necessariamente verdadeiros e evidentes” (D’ALEMBERT, 1743, p. 1).

A partir de todas essas reflexdes, segue-se que as leis conhecidas da estitica e da
mecanica sdo as que resultam da existéncia da matéria e do movimento. Mas a
experiéncia prova que essas leis sdo realmente observadas nos corpos a nossa volta.
Portanto, as leis do equilibrio e do movimento, tais como as que a observagdo nos

informa, sdo verdades necessdarias. (D’ ALEMBERT, 1743, pp. 397)

E dentro desse contexto que, em 1761 aparece o artigo de Foncenex. Os objetivos do autor eram
iguais aos de d’ Alembert:
=  Provar as leis da inércia, da composi¢@o das forgas e do equilibrio;
= Responder a pergunta: as leis da mecanica sdo verdades necessdrias ou contingentes?

Foncenex cita d’ Alembert varias vezes, em seu trabalho, ndo tentando ocultar a influéncia recebida
daquele autor. Ele defende a idéia de que a mecanica é uma parte da matemdtica e, portanto, tem leis
tdo evidentes quanto as da geometria; e essas leis ndo podem ser violadas. Lembremo-nos que, no
século XVIII — antes portanto do aparecimento das geometrias ndo-euclidianas — era consenso que a
geometria era verdadeira, e que suas bases eram evidentes — exceto pela pequena nuvem negra
representada pelo quinto postulado de Euclides.

Para provar a lei de composi¢do das forcas, Foncenex primeiramente prova um lemma
correspondente a uma situacdo mais simples: duas for¢as de igual intensidade aplicadas a0 mesmo
corpo possuem uma resultante que € proporcional as suas intensidades e a uma fun¢ao do dngulo entre
elas.
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Figura 2. As forcas representadas por CA e CB possuem igual intensidade. Foncenex procura provar
que a resultante CM deve ser proporcional a essa intensidade e a uma funcao do dngulo entre elas.

A hipétese inicial € que a intensidade z da resultante sé pode depender da intensidade a das duas
forgas e do valor do dngulo ¢ entre elas. Portanto,

z = funct (a, ¢)
Resta determinar qual € a forma dessa relagdo. Foncenex apresenta entdo o seguinte argumento:

Mas como a forca CM € da mesma natureza que a [forca] CA, € necessirio que elas
contenham o mesmo nimero de dimensdes; isso leva a

z = CM = funct. (a, ¢) = a.funct. ¢,
pois a dimensao de ¢ € nula. (FONCENEX, 1761, p. 306)

Foncenex nado explicou o significado do conceito de “dimensdao” que estava utilizando, nem neste
ponto, nem no restante do seu trabalho. Desde a Antigiiidade, “dimensdo” era um conceito pertencente
a geometria, para descrever entes como linhas, superficies, volumes — que tinham, respectivamente,
uma, duas e trés dimensdes. Como as dreas sdo proporcionais a segunda poténcia dos comprimentos, e
os volumes s@o proporcionais a terceira poténcia dos comprimentos, também se passou a utilizar no
século XVII o nome “dimensdo” para representar poténcias, como em x2, que teria duas dimensoes.
No entanto, o conceito ndlo era utilizado para forgas e outras grandezas fisicas.

Alguns poucos autores do século XVIII, como Euler, tentaram estender o conceito a fisica. No
entanto, “dimensdo” continua a ter uma conotagdo geométrica, e Euler chega a afirmar que as forgas e
linhas s@o grandezas homogéneas (de mesma dimensao). O uso que Foncenex faz do conceito € novo,
e ndo pode ser interpretado a partir do conceito geométrico.

Foncenex sugeriu que o mesmo método poderia ser utilizado para provar outras coisas:

[...] poderiamos, do mesmo modo, demonstrar por este método, de um modo direto e
natural, muitos teoremas acerca da proporcionalidade dos lados das figuras, e muitas
outras proposicdes da geometria e da mecanica. (FONCENEX, 1761, p. 306)

Pelo estilo desta frase, podemos inferir que o autor ndio tinha conhecimento de qualquer uso
anterior desse método, ja que ele afirma que “poderfamos” utilizd-lo para demonstrar outros
resultados [“on pourroit de méme démontrer par cette méthode”]. Em outro ponto do artigo, ele
comenta: “A demonstracio completamente analitica que encontrei me pareceu digna de ser colocada
aqui, por causa de sua singularidade”, o que reforca a idéia de que ele ndo conhecia nenhum
tratamento semelhante anterior.

Além da andlise da composicdo de forcas, Foncenex desenvolveu argumentos muito semelhantes
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para a composi¢do de quantidades de movimento. Nesse caso, as grandezas fisicas relevantes eram
massa e velocidade. Em outro ponto, Foncenex utilizou a andlise dimensional na demonstragio da lei
do equilibrio das alavancas, onde apresenta inicialmente um novo lemma:

Lemma. Se duas forgas equivalentes = p (como, por exemplo, dois pesos iguais) agem
em dire¢des paralelas sobre a alavanca AB nos pontos A e B a iguais distincias do ponto
fixo C. E imediatamente evidente que a alavanca estard em equilibrio em relacio ao
ponto C, pois tudo € igual de um lado, e do outro: eu também digo que o ponto C
suportard o mesmo esforco como se as forgas p+p estivessem aplicadas diretamente a
C; porque este esforco, ou a forca que as equilibraria se agisse em C na dire¢do oposta,
ndo depende sendo da quantidade p, e, se quisermos, da distancia CA, que chamo de x;
esta forga serd portanto expressa por fonct. (p, x), e podemos demonstrar que isso € igual

a p.fonct. x, como no lemma do Artigo [. (FONCENEX, 1761, pp. 319-320)

E importante notar que, no caso anterior, Foncenex estava analisando uma situagdo em que as
grandezas eram todas forcas, exceto um angulo (que ndo possui dimensdo). No caso da alavanca, ha
dois tipos de grandezas que possuem dimensdes: as forgas e a distdncia CA. O argumento pressupde
que forcas e distdncias possuem dimensdes totalmente diferentes, o que reforca o comentério feito
acima, de que Foncenex ndo estava utilizando o conceito puramente geométrico de dimensdo.

O CONCEITO DE “DIMENSAO” UTILIZADO POR FONCENEX

O conceito de dimensdo de grandezas fisicas (ndo muito claro) utilizado nesse trabalho era novo, e
seu uso por Foncenex também parece novo. Mas qual era esse conceito, afinal, j4 que Foncenex ndo o
explicitou?

Em situagdes como essa, muito comuns na histéria da ciéncia, pode-se introduzir uma
reconstru¢do conceitual para procurar explicitar os pressupostos que poderiam ter norteado o
pensamento do autor. No caso do artigo de Foncenex, podemos justificar todos os argumentos
dimensionais apresentados a partir das seguintes premissas:

= FDF 1 - %lando duas grandezas sdo da mesma natureza, elas possuem o mesmo nimero de
dimensaes.

= FDF 2 — Os angulos possuem dimensdo nula.lzI

= FDF 3 - Forgas, massas e velocidades possuem um nimero de dimensdes difergnte de zero.EI

= FDF 4 — As dimensdes da for¢a sdo diferentes das dimensdes do comprimento.

= FDF 5 - Se z € uma funcdo de a e b; se z e a possuem o mesmo nimero de dimensdes (diferentes
de zero); e se b € uma grandeza de dimensao nula, ou tem dimensao diferente da de a e z;_entdo,
devemos ter z=a.f(b), ou seja, z deve ser diretamente proporcional a a e a uma fungdo de b.

As premissas acima sdo suficientes para justificar os argumentos de Foncenex. Obviamente, ndo
sdo necessdrios — seria possivel escolher outro conjunto de premissas. Hd, evidentemente, um
problema metodolégico na reconstrugdo conceitual, pois ela extrapola, necessariamente, o contetido

1 < ‘s . . ~
“Mas sendo a forca CM da mesma natureza da [for¢a] CA, € necessdrio que elas contenham o mesmo nimero de dimensdes”.
“[....] pois a dimensdo de ¢ € nula”.

W

~ Suposicdo necessdria para poder aplicar os argumentos que Foncenex utilizou em vdrias partes do seu artigo.
Suposicdo necessdria para justificar o argumento da alavanca.

[TINS

Pressuposto que justifica os argumentos centrais utilizados por Foncenex.
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do texto estudado. Em certo sentido, trata-se de apresentar proposicdes gerais que incluam as
proposicdes particulares utilizadas nos argumentos do texto. Essas proposicdes gerais devem ser
escolhidas de modo a terem estrutura e linguagem semelhante as proposi¢des particulares, evitando-se
tanto a extrapolagdo exagerada, quanto a introdu¢do de pressupostos desnecessdrios para a
justificativa dos argumentos do texto. A reconstruciio conceitual apresentada acima pretende ser
adequada e natural, no mesmo sentido em que um argumento invdlido do tipo “P(a), portanto Q(a)”
pode ser tornado vélido de uma forma natural se adicionarmos a premissa implicita, “para todo x, se
P(x) entdo Q(x)”

Das premissas acima apresentadas, a primeira (FDF 1) pode ser considerada como aceita desde a
Antigiiidade, para grandezas geométricas. A segunda (FDF 2), embora se refira a um ente geométrico
— 0 angulo — ndo era tao simples, pois a natureza dos dngulos foi muito discutida, desde a Antigiiidade
até tempos recentes, sem se chegar a um consenso. A tltima (FDF 5) pode ser considerada como uma
forma do principio de homogeneidade, conhecido desde a Antigiiidade. Mas a terceira e a quarta
premissas sdo novas, pois introduzem a idéia de diferentes tipos de dimensdes, para grandezas fisicas.

DAVIET DE FONCENEX

Antes de discutir as repercussdes do trabalho de Foncenex, vamos apresentar alguns dados a
respeito do préprio autor.

Nio se conhece muito sobre Francois Daviet de Foncenex (1734-1799JE|. Sabe-se que ele nasceu
em Thonon (Franca) e estudou na escola de artilharia de Turim, tendo sido aluno de Joseph-Louis
Lagrange (1736-1813) antes de 1560. Lagrange, natural de Turim, era muito jovem na época, e seu
aluno era dois anos mais velho do que ele. Em 1757 foi fundada a Academia de Ciéncias daquela
cidade, por trés pessoas: Lagrange, o Conde Saluzzo di Menusiglio, e Giuseppe Cigna. Nos anos de
1759 e 1760, seis novos membros foram admitidos a Academia de Turim; um deles foi Foncenex. Em
1759, a Academia de Turim publicou o primeiro volume de suas memorias, sob o nome de
Miscellanea Philosophico-Mathematica Societatis Privatae Taurinensis. Nesse volume apareceu um
artigo sobre nimeros complexos e imagindrios, assinado por Foncenex, com uma nota de Lagrange
(FONCENEX, 1759). Isso mostra a existéncia de uma relagdo bastante forte entre ambos.

Os dois unicos trabalhos cientificos relevantes de Foncenex sdo os j4 mencionados, de 1759 e
1761. Pouco depois da publica¢do do segundo trabalho, e com a ajuda de Lagrange, ele foi colocado
pelo principe de Sardenha como comandante de sua marinha. Posteriormente, Foncenex se tornou
governador de Sassai e Villefranche. Em 1789, ele publicou sua terceira e tltima contribuicdo
cientifica: a descri¢do de um raio que subiu aos céus, do farol de Villefranche. Sua carreira politica e
militar teve percalgos: em 1792 foi acusado de fraqueza ou trai¢do, por ndo defender Nice, e ficou na
prisdo durante um ano. Em 1799 — o ano de sua morte — seu trabalho sobre os principios da mecanica
foi publicado sob forma de livro, em Turim. De acordo com Hoefer, ele deixou varios manuscritos
sobre dlgebra e geometria, mas nada se sabe sobre o contetido desses trabalhos.

O METODO DIMENSIONAL NA MECANICA: POISSON

O artigo de Foncenex se tornou bem conhecido, no final do século XVIII. Foi citado por
d’Alembert, Laplace e Fourier, que no entanto nio discutiram nem utilizaram o método de andlise
dimensional, limitando-se a corrigir um erro analitico do trabalho (MARTINS, 1981).

A primeira obra importante sobre mecanica que utilizou o método de Foncenex foi o Traité de

® As principais fontes de informagdo sdo os diciondrios biograficos antigos: HOEFER, 1857-1866, vol. 13, p. 240; MICHAUD,
1843-1847, vol. 7, p. 321.
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mécanique de Siméon Denis Poisson (1781-1840). A primeira e a segunda edicdes desta obra (1811 e
1833) reproduzem (com algumas modificacdes) o argumento de Foncenex do paralelogramo das
forcas — sem mencionar a fonte da demonstrag¢do, no entanto.

Ha algumas diferencas relevantes no tratamento utilizado por Poisson, que na 2* edi¢do toma o
cuidado de descrever explicitamente o principio da homogeneidade dimensional, antes de utilizd-lo. E
interessante observar que Foncenex ndo utilizou a palavra ‘homogeneidade’, e que Poisson a utilizou,
evitando no entanto referir-se a ‘dimensao’ das grandezas mecanicas.

As equacdes que consideraremos conterdo niimeros abstratos, tais como o nimero T,
logaritmos, linhas trigonométricas, etc.; elas também conterdo outras quantidades de
vdrias naturezas, que serdo também representadas por nimeros exprimindo suas razdes
com unidades escolhidas arbitrariamente, garantindo-se que cada unidade serd a mesma
para toda quantidade do mesmo tipo. Mudando a grandeza de uma ou vérias unidades,
os nimeros que exprimem as quantidades correspondentes variardo inversamente como
aquela grandeza e, apesar dessa mudanga completamente arbitrdria, as equacdes que as
contém devem ainda valer. E necessério, para que isso aconteca, que suas formas
obedecam a certas condigdes gerais, faceis de verificar em cada caso particular, e que
sdo chamadas, no sentido mais geral, de condi¢des de homogeneidade das quantidades.
Qualquer equagdo que ndo as satisfaga serd errada por esta razdo, e deve ser rejeitada.
(POISSON, 1833, vol. 1, p. 39)

Como ficara claro mais adiante, Poisson considerava cada unidade como independente das outras,
exceto no caso das unidades de comprimento, drea e volume. Ele ndo tentou reduzir todas as
grandezas a conjuntos de algumas poucas unidades fundamentais, como Fourier fez; isso retira de seu
método grande parte de seu valor, e produz conseqii€ncias que ndo concordam com a andlise
dimensional contemporanea.

Assim, representando por F uma dada funcio, vamos supor que temos
F(f,.. LL,..mm,..tt,. )=0; (a)
sendo f, f°,... forces, L, L’,... linhas, m, m’,... massas, t, t’,... tempos. Se representamos
por n, n’, n”, n”’ diversos nimeros abstratos, e reduzirmos ao mesmo tempo a unidade
de for¢a na razdo de um para n, a unidade linear na razdo de um para n’, a unidade de
massa na razdo de um para n”, a unidade de tempo na razdo de um para n”’’, os nimeros
fifs. L, L',...m, m',... t, t',... se tornardo nf, nf,... n'L, n'L’,... n"m, n"m’,... n"'t, n"'t',..., &
a equacdo (a) deve ser ainda vdlida, ou seja, deve-se ainda ter
F(nf,nf,..n'L,n'L,..n"mn"m',..n""tn""t,...) =0,
sejam quais forem n, n’, n”, n”’. Se a equacao incluir superficies s, s’,... € volumes v,
v’,... , suas dimensdes deverdo ser relacionadas a mesma unidade das linhas L, L’,... e
essas quantidades s, s’,... € v, v’,... se tornardo conseqiientemente n’2s, n’2s’,... , n’3v,
n’3v’,... pela mudanca desta unidade. (POISSON, 1833, vol. 1, pp. 39-40)

Aqui, Poisson se refere explicitamente a relacio entre as unidades de comprimento, drea e volume,
e deixa de mencionar outras relagdes, como entre a velocidade e comprimento. Como ele diz que a
equacdo deve ser vilida sejam quais forem n, n’, n”’, n’”’, isso implica que as unidades de forga,
comprimento, massa e tempo podem ser alteradas arbitrariamente e independentemente sem mudar a
equacdo. Essa ndo € nossa concepgao atual.

Para ilustrar esse principio, Poisson apresenta inicialmente um exemplo, testando uma equagao
particular apresentada no seu livro que satisfaz o principio da homogeneidade. A férmula testada
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contém apenas quantidades geométricas. Em seguida, ele propde uma nova regra:

E impossivel que a equacio (a) possa conter apenas uma quantidade de algum tipo;
quando ela contém duas — por exemplo, duas forcas f'e f° — e resolvemos [a equa¢do] em
relacdo a uma delas, obtendo

f’=F({LL,..mm,.tt,..),
¢ necessdrio, pela homogeneidade das quantidades, que f seja um fator de todos os
termos da nova fun¢do F, ou, dizendo de outro modo, exige-se que tenhamos:

fr=Nf
sendo N um fator que ndo conterd nenhuma quantidade da natureza de f e f°, e ndo
variard com a unidade de forca. (POISSON, 1833, vol. 1, p. 41)

Note-se que, se o principio de homogeneidade de Poisson estivesse correto, entdo qualquer
férmula semelhante a F=m.d*x/df? seria considerada errada, pois nela aparece apenas uma quantidade
de cada tipo. Poisson utiliza equa¢des como essa no seu livro, mas ndo discute esse problema. Na
verdade, na sua obra encontramos um unico uso do principio da homogeneidade, e isso ocorre na
dedugdo da regra do paralelogramo das forgas. A deducdo segue as linhas gerais do artigo de
Foncenex, e provavelmente se baseou nele. Vamos reproduzir abaixo a parte relevante do argumento,
para permitir uma comparagao (ver figura 3).

A

w .
.

Figura 3. A forca MD é a resultante das forcas MA e MB, na deducio apresentada por Poisson.

Quando duas forcas iguais agem sobre um mesmo ponto, seguindo dire¢des diferentes,
ndo hd nenhuma razio para que sua resultante se aproxime mais de uma do que da
outra; ela deve portanto cortar em duas partes iguais o dngulo compreendido entre suas
dire¢des; de modo que sua direcéio € conhecida, e que se trata apenas de determinar sua
grandeza.

Para encontré-la, sejam MA e MB as dire¢des das componentes, cujo valor comum
serd representado por P; [seja] 2x o dngulo AMB, e MC a direcdo da resultante, de tal
modo que AMC = BMC = x. Sua intensidade s6 pode depender das quantidades P e x,
das quais € uma fun¢do desconhecida; representando portanto por R o valor da
resultante, teremos:

R = f(P,x).

Nesta equagdo, R e P sdo as Unicas quantidades cuja expressdo numérica varia com a
unidade de forga que se escolhe; sua razdo R/p € independente dessa unidade; de onde
se pode concluir que deve ser uma funcdo simples de x, e, conseqiientemente, que a
funcao f(P,x) € da forma P.¢x. Assim, temos

R =P.¢x;
e a questdo se reduz a determinacdo da forma da funcdo ¢x. (POISSON, 1811, pp. 12-
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13)

Vamos procurar explicitar as suposi¢des de Poisson, para que fique mais claro o quio diferentes
sdo das do artigo de Foncenex:

= SDP 1 — As unidades de cada tipo de quantidade mecéanica sdo arbitrarias e independentes das
outras unidades (exce¢do: quantidades geométricas).

= SDP 2 — As equagdes da mecéanica devem permanecer validas quando multiplicamos cada tipo de
quantidade que aparece nelas por nimeros escolhidos arbitrariamente e independentemente uns
dos outros (notando-se, no entanto, que as quantidades geométricas ndo sdo independentes uma
da outra).

= SDP 3 — Uma equacdo nio pode conter uma sé quantidade de algum tipo; e quando contém
apenas duas, elas serdo necessariamente proporcionais uma a outra.

Ao aplicar sua andlise a dedu¢do da lei do paralelogramo das forcas, Poisson chegou ao mesmo
resultado que Foncenex, embora suas premissas fossem completamente diferentes. Note-se que as
suposi¢des de Foncenex ao compativeis com a andlise dimensional posterior, enquanto as de Poisson
ndo o sdo. Porém, naquela época, as idéias de Poisson eram mais naturais do que as de Foncenex.

Parece que Poisson ndo deu grande importancia ao principio da homogeneidade, ja que ndo o
utilizou em outros pontos de seu livro. Aparentemente, sua Gnica motivagdo para introduzir esse
principio no Traité de mécanique foi proporcionar uma justificagcdo para a prova da lei de composicdo
das forcas.

Percebe-se que os conceitos de dimensdo fisica e de homogeneidade das férmulas ndo sdo tao
simples quanto podem parecer, e que o desenvolvimento dessas idéias percorreu um caminho
tortuoso, até chegar a uma forma mais clara e explicita, no final do século XIX.

APLICACAO A GEOMETRIA

Como vimos, Foncenex sugeriu, em seu trabalho de 1761, que seu método de andlise de
dimensdes poderia ser utilizado para “demonstrar [...] de um modo direto e natural, muitos teoremas
acerca da proporcionalidade dos lados das figuras, e muitas outras proposicdes da geometria e da
mecanica”. Essa sugestio deve ter inspirado Adrien-Marie Legendre que, em seu Eléments de
géométrie publicado em 1794, procura provar o 5° postulado de Euclides (das paralelas), utilizapdo
andlise dimensional. Note-se que Legendre citou explicitamente o artigo de Foncenex, em sua obra™.

Em sua anélise, Legendre procurou demonstrar o “postulado de Wallis”, a partir do qual € possivel
demonstrar o postulado das paralelas: “Para cada figura dada, existe uma figura semelhante de
tamanho arbitrdrio”.

A demonstracio de Legendre € a seguinte (ver figura 4):

Demonstra-se imediatamente, por superposicio, e sem qualquer proposicio preliminar,
que dois tridngulos sdo iguais quando possuem um lado igual adjacente a dois dngulos
respectivamente iguais. Vamos chamar esse lado de p, os dngulos adjacentes de A e B, o
terceiro angulo de C. Exige-se portanto que o angulo C esteja completamente
determinado, quando os adngulos A e B e o lado p forem conhecidos; pois, se diversos

7 . . ~ ~ . ~ . .
“Finalmente, devemos observar que a consideragdo de fungdes, que proporciona uma demonstragdo muito simples das
proposi¢des fundamentais da geometria, ja foi empregada com sucesso na demonstracdo dos principios fundamentais da
mecanica. Ver as Mémoires de Turin, volume 1I”.
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angulos C pudessem corresponder as trés quantidades A, B, p, haveria um ndmero
correspondente de diferentes tridngulos que teriam um lado igual, adjacente a dois
angulos iguais, o que € impossivel; portanto, o angulo C deve ser uma funcdo
determinada das trés quantidades A, B, p; e eu exprimo isso assim, C = @:(A, B, p).

Consideremos o angulo reto igual a unidade; entdo, os angulos A, B, C serdo
nimeros compreendidos entre 0 e 2; e como C = @:(A, B, p), digo que a linha p nédo
pode entrar na funcdio ¢. De fato, vimos que C deve ser determinado completamente
pelos dados A, B, p apenas, sem qualquer outro angulo ou linha; mas a linha p €
heterogénea com os nimeros A, B, C; e se houvesse alguma equacdo entre A, B, C, p,
seria possivel obter o valor de p de A, B, C; portanto se seguiria que p € igual a um
nimero, o que € absurdo; portanto, p ndo pode entrar na funcdo ¢, e temos
simplesmente C = @:(A, B).

Essa formula prova que, se dois angulos de um tridngulo sdo iguais a dois dngulos
de um outro [tridngulo], o terceiro dngulo do primeiro também deve ser igual ao terceiro
do outro; e sendo concedido isso, € facil chegar ao teorema que tinhamos em vista.
(LEGENDRE, 1817, pp. 280-281)

N p N\ B

Figura 4. Triangulo utilizado na demonstracio de Legendre.

O argumento de Legendre ndo contém a palavra “dimensdo”, mas tem grande semelhanca com a
argumentacdo de Foncenex. Podemos considerar que o argumento de Legendre se baseia nas
seguintes suposi¢des, algumas das quais nao foram explicitadas por ele:

= AML 1 — Angulos sdo grandezas geométricas de dimensdo zero — ou seja, sio ndimeros
(adimensionais).

= AML 2 - Uma fungdo matemdtica de numeros (adimensionais) sé pode gerar nuimeros
(adimensionais).

= AML 3 — Uma linha (comprimento) ndo € um nimero, e ndo pode ser representada por nimeros
do modo como os dngulos o sdo.

= AML 4 - Quantidades heterogéneas (de diferentes naturezas) ndo podem ser iguais.

= AML 5 - Na equagdo C = @:(A, B, p) existe apenas uma quantidade com dimensdo geométrica
ndo nula, e essa quantidade € a linha (comprimento) p.
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Note-se que, se essa demonstracdo fosse rigorosamente correta e nao exigisse nenhuma outra
hipétese de natureza geométrica, Legendre teria provado a validade da geometria euclidiana. Havia no
entanto uma outra premissa implicita, que foi percebida mais tarde. Em edi¢des posteriores de sua
obra (a partir da 11* edicdo), Legendre introduziu uma nota em que respondeu a uma objecao que lhe
foi feita:

Foi objetado contra esta demonstracéo que, se ela fosse aplicada, palavra por palavra, a
tridngulos esféricos, resultaria que dois angulos conhecidos sdo suficientes para
determinar o terceiro, o que ndo ocorre nesse tipo de tridngulos. A resposta € que em
triangulos esféricos existe um elemento a mais do que nos tridngulos planos, e esse
elemento € o raio da esfera, que ndo deve ser esquecido. Seja r o raio; entdo, em vez de
C = ¢:(A, B, p), teremos C = ¢:(A, B, p, r), ou simplesmente C = @:(A, B, p/r), pela lei
da homogeneidade. Mas, como a razdo p/r € um nimero, tal como A, B, C, nada impede
que p/r seja obtido da fungdo @, e portanto ndo se pode concluir que C = @:(A, B).
(LEGENDRE, 1817, p. 281)

Portanto, a demonstragdo anterior s6 se sustenta se supusermos que ndo existe nenhuma grandeza
geométrica dimensional caracteristica do espago onde o tridngulo é construido. No caso das
geometrias ndo-euclidianas, existe um pardmetro que € a curvatura gaussiana local (que tem
dimensdes do inverso de uma 4rea), e por isso a situagdo € semelhante ao caso dos tridngulos
esféricos.

Na época (inicio do século XIX), muitos matemadticos aceitaram a prova de Legendre como
correta. Houve criticas, porém por parte de autores de outros paises — especialmente autores ingleses,
como John Leslie®. Na Franca, o trabalho de Legendre foi considerado como um completamento da
geometria cldssica, tendo resolvido o problema do postulado das paralelas.

CONSIDERACOES FINAIS

O surgimento da andlise dimensional refletiu um ambiente cientifico e epistemolégico peculiar
(francés) do final do século XVIII, quando se acreditava que as bases do conhecimento poderiam ser
obtidas a priori. Embora Foncenex tenha nascido e vivido na regido que atualmente consideramos
como parte da Itdlia, sua formacdo cientifica foi francesa. Os principais autores que adotaram o
método da andlise dimensional, posteriormente, foram também franceses (Poisson e Legendre). E foi
na Franca que Fourier desenvolveu, mais adiante, uma andlise mais adequada do conceito de
dimensao fisica.

Ao contrdrio do uso que se faz atualmente da andlise dimensional, naquela época parecia que esse
método permitiria provar os principios fundamentais da mecénica e da geometria (e talvez de outras
dreas). Seria dificil conceber o surgimento desse método em um contexto completamente diferente —
um contexto no qual ndo se acreditasse na verdade da geometria cldssica e da mecéanica newtoniana,
nem na possibilidade de um conhecimento fundamental a priori.

Evidentemente, a criacdio ppsterior das geometrias ndo-euclidianas invalidou a prova de Legendre
e trouxe descrédito ao método~. Mais tarde, o método continuou a ser utilizado, porém dentro de uma
outra visdo sobre a ciéncia, e com objetivos bem mais modestos.

8 P - . . . .
Lobatchewsky também criticou o trabalho de Legendre e considerou as leis de geometria como verdades empiricas.
9 < A o o -1
O trabalho de Foncenex teve também relevancia no contexto da geometria ndo-euclidiana. Ver MARTINS, 1995.
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