O DESENVOLVIMENTO DO
FORMALISMO DA MECANICA
CLASSICA, DE CHRISTIAAN
HUYGENS E ISAAC NEWTON ATE
LEONHARD EULER

Roberto de Andrade Martins

Resumo: Durante a maior parte do século XVII, os
pesquisadores que contribuiram para o desenvolvimento da
mecanica — como Galileo, Huygens e Newton — ndo dispunham
do formalismo algébrico com o qual representamos atualmente
as leis da fisica. Utilizavam apenas razdes e¢ proporgdes e
raciocinios empregando métodos geométricos. Mesmo Newton
praticamente ndo utilizou o célculo diferencial e integral na
apresentacdo de seus resultados. Por outro lado, na segunda
metade do século XVIII, a situagdo havia mudado
completamente, atribuindo-se grande parte dessa mudanca a
influéncia de Euler. Este artigo expde esse aspecto pouco
conhecido da histéria da mecanica, sugerindo a relevancia de
introduzir o conhecimento dessa transforma¢dao dos métodos
matematicos da fisica, no nivel universitirio, para que os
estudantes e professores possam ter um conhecimento mais
adequado sobre a origem daquilo que ensinamos atualmente.
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1. INTRODUCAO

A dinamica classica que conhecemos hoje em dia foi criada,
em grande parte, no século XVII, gragas aos trabalhos de
Galileo, Descartes, Huygens, Newton, Leibniz e outros
pesquisadores. Antes dessa época, a estatica ja estava bastante
desenvolvida; e uma parte da cinematica que atribuimos a
Galileo ja era conhecida na Idade Média, tendo sido também
aperfeicoada por Benedetti e outros pensadores do século
anterior.

Porém, a mecanica classica que estudamos atualmente tem
uma aparéncia muito diferente da que era utilizada no século
XVII. Um estudante de fisica de hoje tem uma imensa
dificuldade em compreender uma obra como os Principios
Matematicos da Filosofia Natural de Newton; e se Newton
pudesse ler os nossos livros didaticos de mecanica, teria também
grande dificuldade para entendé-los. Em grande parte, essa
diferenca se refere aos formalismos matematicos empregados
naquela época e hoje em dia.

Nossos livros didaticos sobre Mecanica utilizam
constantemente equagdes escalares e vetoriais para representar
as relagdes entre as grandezas fisicas. Além disso, no nivel
universitario, mostram como manipular essas grandezas
utilizando as técnicas do calculo diferencial e integral. Isso € tao
familiar atualmente que pode parecer que sempre foi assim e
que o proprio Isaac Newton ja devia utilizar esse tipo de
formalismo e essas técnicas. Afinal de contas, ndo foi ele um
dos descobridores do célculo diferencial e integral?

No entanto, em nenhum ponto de suas obras Newton
apresentou equagdes mecanicas como as que utilizamos (nem
escalares, nem vetoriais). Ele jamais escreveu, por exemplo,
F=ma nem F=md. Na mecanica, ele trabalhava
constantemente com as ideias de limite, derivada e integral, mas
ndo utilizava simbolos para representar esses conceitos, nem
empregava os meétodos matematicos para determinar seus
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valores. Seu método era, essencialmente, geométrico — em um
sentido que sera mostrado mais adiante.

O formalismo vetorial que utilizamos hoje em dia apenas
surgiu gracas aos trabalhos de Willard Gibbs e Oliver
Heaviside, na década de 1880, ou seja, dois séculos apos a
publicacao da obra fundamental de Newton; mas nao vamos
abordar aqui essa historia (ver Stephenson, 1966; Silva, 2004;
Crowe, 1967). O formalismo algébrico escalar ¢ o uso dos
simbolos e técnicas do calculo diferencial e integral na mecanica
comecaram a se desenvolver antes da morte de Newton, mas
foram apresentados de forma sistematica em um livro didatico,
pela primeira vez, por Leonhard Euler em 1736 ¢ se tornaram
usuais a partir de meados do século XVIIIL.

Este artigo apresentard, em primeiro lugar, as dificuldades
encontradas até a época de Newton para escrever equagodes
envolvendo grandezas fisicas (como velocidade, tempo, forca
etc.). Tanto Galileo quanto os outros antecessores de Newton
utilizavam a técnica matematica de razdes e proporg¢des, que
apresentava varias dificuldades.! Depois, através de exemplos
simples, este artigo explicard o método geométrico que Huygens
e Newton utilizavam em suas dedugdes. Em seguida, sera
exposta a contribuicdo de Euler e, por fim, uma descricdo de
alguns dos autores que contribuiram para o desenvolvimento do
formalismo matematico da mecanica, entre Newton e Euler.

2. AS EQUACOES DA MECANICA

Atualmente, atribuimos a Newton a equagdo da forca
gravitacional que, em sua forma escalar, pode ser escrita:
Mm
F=6—
r

onde F ¢ o valor da forca gravitacional entre duas particulas de
massas M e m, sendo r a distancia entre elas e G uma constante.

I'Ver o artigo anterior deste volume: MARTINS, Roberto de Andrade.
O formalismo da mecénica classica, de Aristéoteles a Galileo
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Mas o que significa, nessa equacdo, multiplicar uma massa
por outra? E o que significa dividir esse produto de duas massas
por uma distancia ao quadrado? Geralmente ndo pensamos a
respeito disso; mas qualquer contemporaneo de Newton
colocaria imediatamente obje¢des a uma formula como essa,
pois ela envolve multiplicacdo de grandezas concretas, bem
como divisdo de grandezas concretas. Na matematica antiga,
essas operagdes eram proibidas. Nao se podia nem mesmo
escrever uma equagdo tao simples quanto a da velocidade no
movimento uniforme,

v==
t

Nao se cogitava dividir uma distdncia por um tempo para
obter uma velocidade, pois o conceito de divisdo ndo poderia ser
aplicado nesse caso de duas grandezas concretas. Havia sentido
em se falar em uma velocidade que fazia um objeto percorrer
vinte milhas em cinco horas, ou quatro milhas em uma hora, mas
nao se dizia que a velocidade desse objeto seria (20 milhas)/(5
horas) = 4 milhas/hora, porque dividir um comprimento
(milhas) por um tempo (horas) ndo tem nenhum sentidoZ.
Assim, embora o conceito de velocidade existisse, ele ndo era
calculado através de operagdes de divisdo, nem entrava em
equacoes.

Como, entdo, era possivel fazer calculos e deducdes
envolvendo grandezas fisicas? Utilizando a ideia de razdes ou
proporcdes, que fazia parte da matematica tradicional desde os
Elementos de Euclides. Essa teoria permitia comparar
grandezas concretas, de qualquer tipo (pesos, tempos,
distancias), desde que fossem do mesmo tipo (homogéneas),
através de razoes; e estabelecer comparagdes entre razoes,
através de propor¢oes. No caso de duas figuras geométricas
semelhantes, por exemplo (Fig. 1), podemos estabelecer uma

2 Usei como exemplo uma distincia em milhas, ndo em quilémetros,
apenas porque a milha ¢ uma unidade de distancia que ja existia desde
o periodo dos antigos romanos.
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proporcao entre seus lados correspondentes, que pode ser escrita
da seguinte forma, com uma notacao que foi criada no século
XVILI:

AB : AC :: MN : MP

Essa relagao simbolica pode ser transformada na seguinte
frase: a razdo entre AB e AC é proporcional a razio entre MN e
MP; ou AB esta para AC como MN est4 para MP. Atualmente,
como ndo estamos mais acostumados a teoria de razdes e
proporgdes, seriamos tentados a interpretar essa relagdo como
uma igualdade entre duas divisdes: AB dividido por AC é igual
a MN dividido por MP. Porém, essas duas formas de
compreender a relagdo acima ndo sdo equivalentes. A razao
entre duas grandezas ndo ¢ uma divisao.

B

M P

Figura 1. As propriedades de tridngulos semelhantes podem ser
estabelecidas pela antiga teoria de razdes e proporgdes.

Utilizando razdes e propor¢des, podemos escrever uma
relagdo que descreve o mesmo contetido conceitual da equagao
v=s/t:

v:Viu(s:S)(T:t)

Podemos ler essa relagdo da seguinte forma: a razdo entre
duas velocidades v : V' € proporcional a composi¢dao da razao
entre os espacos percorridos s : S e o inverso da razdo entre os
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tempos T : t gastos nesses dois percursos. Novamente, como
nao estamos acostumados a essa linguagem, podemos imaginar
que a relagdo acima ¢ idéntica a esta equacao:

v s T
— ==X —
Vv S t
No entanto, a razao entre duas grandezas nao ¢ uma divisao;
a proporcionalidade ndo ¢ uma igualdade; e a composi¢ao de
duas razdes ndo ¢ uma multiplicagao.
Vejamos um exemplo especifico. Atualmente, escrevemos
que a acelerag@o centripeta a de um corpo que se move com
velocidade v em um circulo de raio R ¢ dada por:

“T TR
A quarta proposi¢ao dos Principios Matemdaticos de Newton,
por exemplo, afirma: “As forcas centripetas dos corpos que
descrevem diferentes circulos com movimentos uniformes
tendem para os centros desses circulos e estdo uma para a outra
como os quadrados dos arcos descritos em tempos iguais,
aplicados aos inversos dos raios dos circulos”, ou seja:

f:F:(s:82%R:7)

No Corolério 1 da mesma proposi¢ao, Newton afirma: “Cor.
1. Portanto, como esses arcos sao proporcionais as velocidades
dos corpos, as forgas centripetas possuem uma razao composta
da razdo dupla das velocidades diretamente, e da razdo simples
dos raios inversamente”.

f:F::V)2R:1)

Utilizando-se esse tipo de estratégia € possivel representar as
relacdes da mecadnica sem que aparegam divisdes ou
multiplicagdes por nimeros concretos.

O simbolismo com o qual representamos aqui as razdes e
proporg¢des nao era utilizado por Newton e outros pesquisadores
da época; eles geralmente exprimiam essas relagdes com
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palavras, como os dois exemplos mostrados acima. Além disso,
costumavam associar as grandezas a linhas em diagramas
esquematicos, para estabelecer relacdes fisicas a partir da
Geometria.

No século dezessete, a ideia de que a linguagem da
filosofia natural tinha que ser geométrica estava
profundamente enraizada. Desde os tempos de Galileo,
pensava-se que o “Livro da Natureza” estava escrito em
“circulos e triangulos, e outras figuras geométricas”: ele ndo
estava escrito com simbolos algébricos. (Guicciardini, 1999,
p. 104)

3. A CONTRIBUICAO DE CHRISTIAAN HUYGENS

Os estudantes e professores de Fisica associam o nome de
Huygens3 quase exclusivamente a Optica ondulatoria. Pessoas
que conhecem a histéria da astronomia sabem que ele também
deu importantes contribuicdes a essa drea, aperfeicoando
telescopios, descobrindo os anéis de Saturno, que tinham sido
interpretados erroneamente por Galileo como indicando que o
planeta era triplo e detectando o maior satélite de Saturno
(Titan). Nao costumam ser conhecidas, no entanto, suas imensas
contribui¢des a mecanica (Bos, 1972), que incluem:

(a) a dedugdo, independentemente de Galileo, da lei da queda
dos corpos (altura de queda proporcional ao quadrado da
velocidade) e a prova da forma parabdlica do movimento de
projéteis sem resisténcia do ar — resultados que obteve aos 16
anos de idade (Beaulieu, 1981; Vilain, 2004);

(b) o estudo da catenaria, que ¢ a curva formada por uma
corrente pendurada em suas extremidades, sob a acdo da

3 O nome deste pesquisador ndo deve ser pronunciado Hoigens, como
quase todos dizem no Brasil, e sim como Hahenx Ha um arquivo
sonoro com a pronuncia desse nome no verbete Huygens da Wikipedia
em inglés: <https://en.wikipedia.org/wiki/Christiaan Huygens>. Os
holandeses geralmente pronunciam o “s” final de todas as palavras
como 0s cariocas e portugueses, com um som parecido com o do “x”.
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gravidade — e que Simon Stevin e Galileo haviam afirmado,
erroneamente, ser uma parabola (Bukowski, 2008);

(c) a analise considerada correta do estudo de colisdes de
“corpos duros” ou elasticos (que havia sido feita de modo
errdbneo por Descartes), na qual introduziu consideracdes de
relatividade dos movimentos e a constancia de uma grandeza
proporcional ao quadrado da velocidade e a massa (semelhante
a energia cinética) (Blackwell, 1977; Elichson, 1997);

(d) o estudo que consideramos correto da forga em um
movimento circular uniforme (Ehrlichson, 1994) — que havia
sido avaliada de um modo totalmente erroneo por Galileo
(Martins, 1994);

(e) o calculo do periodo de um péndulo simples, a invengao
e analise mecanica correta do péndulo conico, bem como de
péndulos compostos (oscilagdo de corpos rigidos), introduzindo
de forma correta o calculo do centro de oscilagao desses corpos
(Ehrlichson, 1996);

(f) a prova de que um péndulo cicloidal tem periodo que ¢
independente de sua amplitude, ao contrario do péndulo simples
— corrigindo, assim, um equivoco de Galileo (Costabel, 1978;
Ariotti, 1972).

Exatamente por causa desse desconhecimento dos resultados
obtidos por Huygens para a mecanica, nossos livros textos de
Fisica apresentam varios aspectos da mecanica cldssica sem
identificar o seu criador (teoria de colisdes, forga no movimento
circular, periodo de um péndulo etc.). Trata-se de uma grande
injustica.

A obra mecénica de Huygens se situa entre as contribui¢des
de Galileo e Descartes e as de Newton. Sob muitos aspectos,
pode-se dizer que seus trabalhos prepararam o terreno para o
desenvolvimento dos Principios Matematicos da Filosofia
Natural. Newton citou com grande frequéncia a obra de
Huygens e n3o ha duavidas de que esta influenciou o
desenvolvimento dos Principia (Speiser, 1988, p. 486).

Vamos exemplificar a metodologia de Huygens, com o uso
de proporgdes e andlise geométrica, através de suas
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demonstragdes a respeito do movimento circular, desenvolvidas
em 1659 porém publicadas apenas muitos anos depois.
Apresentaremos uma reconstrucdo dos argumentos de Huygens
a partir do excelente estudo de Joella Yoder (2004), que se
baseou nos manuscritos originais, em vez de utilizar a versao
publicada — como quase todos os historiadores da fisica fazem.

F\E B

Figura 2. Diagrama baseado em um manuscrito de Huygens, de 1659, para
analisar a forca em um movimento circular (Yoder, 2004, p. 20).

Huygens ja havia estudado a trajetéria parabolica de um
corpo submetido a uma forga constante, como a gravidade; para
estudar a “forca centrifuga” de um corpo em movimento
circular, ele utilizou seu conhecimento sobre o movimento
parabolico (Fig. 2) e a relagdo matematica entre a pardbola e o
circulo osculador, que havia estudado cinco anos antes

4 Huygens deu o nome de “forga centrifuga” a for¢ca com que um
corpo em movimento circular tende a se afastar do seu centro. Se esse
corpo estiver preso a um fio, por exemplo, essa sera a forgca que com
que o corpo puxara o fio. Assim, ndo é a forca que age sobre o corpo
e sim a forca que ¢ produzida pelo corpo.

203



Roberto de Andrade Martins

(YODER, 2004, p. 19). Um aspecto extremamente importante
da dedugao que Huygens apresentou ¢ que ele utiliza a ideia de
limite aplicada as figuras empregadas em sua andlise. Se
tomarmos pontos da pardbola cada vez mais proximos ao ponto
B em que ela ¢ tangenciada pelo circulo, entdo esses pontos da
parabola estardo “praticamente” sobre o circulo, ou seja, sua
distancia ao circulo tende a zero. Assim, conhecendo-se as
propriedades da parabola, elas poderao ser aplicadas ao circulo,
nesse caso limite.

O didmetro do circulo osculador ¢ igual ao latus rectum da
parabola, ou seja, ¢ quatro vezes maior do que a distancia do
foco da parabola até seu vértice. A equacao da parabola ¢ dada
por x2 =ky, onde k é o latus rectum. No diagrama aqui
mostrado (Fig. 3), a linha BC representa a coordenada x e a linha
CE representa a coordenada y. Portanto, BC? = K - CE. Como
a constante k£ ¢ igual ao didmetro do circulo osculador, que ¢
BM, temos: BC? = BM - CE. Esta é uma relagio geométrica
importante, utilizada na dedugao.

PC B

E

M

Figura 3. Relagdo entre uma parabola e o circulo osculador, utilizada por
Huygens para comparar as forcas nos dois tipos de movimento (Yoder,
2004, p. 21, com algumas alteragdes).
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Suponhamos que a circunferéncia do diagrama aqui
mostrado (Fig. 3) ¢ a trajetoria de uma particula que se desloca
nela no sentido anti-horario. Queremos encontrar a forga
centrifuga dessa particula. Suponhamos que no ponto B do
circulo a particula se desprendesse dele e pudesse se mover
livremente. Se nao houver qualquer forca agindo sobre ela, a
particula se deslocara em linha reta, com velocidade constante,
como ja se sabia desde Descartes (Martins, 2012). Depois de
certo intervalo de tempo ela chegaria ao ponto P, sobre a
tangente ao circulo (ou seja, seu deslocamento nesse tempo seria
BP, proporcional a sua velocidade). Porém, se a particula esta
presa ao circulo, nesse mesmo tempo ela percorre um arco com
0 mesmo comprimento. Esse arco é aproximadamente igual a
BE, considerando-se 4EP como uma reta — € quanto menor o
intervalo de tempo, melhor serd essa aproximacao.

Entdo, se ndo houvesse nenhuma forca prendendo a particula
ao circulo, ela chegaria ao ponto P; porém, como esta presa ao
circulo, ela chega ao ponto E. O segmento de reta PE representa
quanto a particula foi desviada da trajetoria retilinea, para ser
mantida no movimento circular; e representa também quanto a
particula tende a se afastar do circulo, procurando se deslocar
em linha reta. E, portanto, uma medida da forca centrifuga da
particula.

Quando o intervalo de tempo ¢ muito pequeno e os pontos P
e E vao se aproximando de B, o angulo entre os segmentos de
reta CE e PE vai tendendo a zero e esses dois segmentos tendem
a se tornar iguais. Além disso, a pardbola e a circunferéncia
osculadora se tornam indistinguiveis. Entdo, considerando esse
caso limite, podemos transformar a relagio BC? = BM - CE
(vélida para a parabola) narelagio BC? = BM - PE, que permite
avaliar PE, que ¢ a tendéncia da particula a se afastar da
circunferéncia. Como BC ¢ proporcional a velocidade da
particula, € facil ver que a tendéncia da particula de se afastar da
circunferéncia ¢ proporcional ao quadrado da sua velocidade e
inversamente proporcional ao diametro do circulo (BM) ou ao
seu raio. Esse resultado corresponde a nossa lei da forca (ou
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aceleracdo) no movimento circular, que representamos como
F < v?/r.

Este ¢ um exemplo simples da técnica geométrica utilizada
por Huygens em suas dedugdes. Como veremos a seguir, o
método utilizado por Newton ¢ muito semelhante e
provavelmente se inspirou no de seu antecessor (Guicciardini,
1999, p. 118).

4. O METODO GEOMETRICO DE NEWTON

Para exemplificar o método geométrico de Newton, vamos
considerar a sua primeira demonstracdo, nos Principios
Naturais da Filosofia Natural (Livro 1, Secdo II, Proposicao 1,
teorema 1). O seu enunciado ¢ este: “As areas descritas pelos
raios tracados de um centro de forgas imodvel até corpos em
rotagdo [em torno deles] permanecem nos mesmos planos
imoveis e sdo proporcionais aos tempos em que sao descritos”
(Newton, 1687, p. 37).

Esta proposi¢do demonstrada por Newton corresponde
aquilo que chamamos de “segunda lei de Kepler” no caso dos
movimentos dos planetas: as areas descritas pelas linhas que
unem o Sol até um planeta sdo proporcionais ao tempo. No
entanto, na sua Proposicdo 1, Newton generaliza essa
propriedade para abranger corpos que se movem em torno de
qualquer centro de forgas — ou seja, ¢ um caso muito mais geral
do que o de Kepler. Pode ser qualquer tipo de for¢a, com
qualquer variacdo em relagdo a distancia (por exemplo,
diretamente proporcional a distdncia, ou inversamente
proporcional ao cubo da distdncia). Atualmente, nds nos
referimos a essa propriedade como a lei da conservagdo do
momento angular; ela ndo tinha nem esse nome, nem qualquer
outro, na época em que Newton a demonstrou.

Assim como na obra de Huygens, a prova apresentada por
Newton ¢ totalmente geométrica, ou seja, ndo utiliza equagodes
como as que empregamos atualmente em Mecanica. Para
desenvolver sua demonstracdo, Newton utilizou o diagrama
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aqui apresentado (Fig. 4), que vamos explicar e decompor em

outros mais simples.
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Figura 4. Diagrama utilizado por Newton para demonstragdo da lei das
areas (Newton, 1687, p. 37).

Primeiramente, Newton demonstrou que essa propriedade
seria valida se a particula que se move ndo sofresse nenhuma
forga. Ou seja: se uma particula se move inercialmente, em linha
reta e com velocidade constante, seu movimento obedece a lei
das areas. Este era um caso curioso e inesperado, pois antes de

Newton se acreditava que as leis de Kepler estavam associadas
apenas a0 movimento dos planetas.

Para entendermos a argumentacao geométrica de Newton,
vamos considerar um diagrama mais simples do que o dele (Fig.
5). Consideremos que a reta ABCD representa a trajetoria de
uma particula que se move inercialmente. Em certo intervalo de

tempo At, a particula se move de A até B; depois, em outro

tempo igual, de B para C; depois, de C para D; e assim por
diante, sempre com em linha reta e com velocidade constante.
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Assim, as distancias AB, BC e CD sao iguais entre si. Agora,
vamos mostrar que as areas dos tridangulos SAB e SBC sdo iguais
entre si.

1A

Figura 5. Demonstragdo de que a lei das areas vale para o movimento
retilineo uniforme.

Prolonguemos a reta SB até N, tragando os segmentos de reta
AM e NC, ambos perpendiculares a reta SB. Vamos considerar
que SB ¢ a base tanto do tridAngulo S4B quanto do tridngulo SBC,
pois a escolha do lado do tridngulo que chamamos de “base” ¢
arbitraria. Para provar que esses dois tridngulos tém a mesma
area, basta agora provar que eles tém alturas iguais, ou seja, que
AM e NC sio iguais entre si. Isso é facil de ver, analisando os
triangulos ABM e BCN; neles, todos os angulos sdo iguais, pois
ambos possuem 4ngulos retos e, além disso, os angulos & e 8
sdo iguais porque sdo opostos pelo vértice; portanto, os dois
tridngulos sdo semelhantes. Além disso, como os seus lados AB
e BC sdo iguais, entdo os dois tridngulos sdo idénticos e todos
os seus lados correspondentes sdo iguais; portanto, as suas
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alturas AM e NC sdo iguais entre si. Logo, as areas dos
triangulos S4B e SBC sdo iguais entre si. Pode-se fazer uma
demonstracdo equivalente para o triangulo SCD e todos os
outros seguintes; portanto, todos os tridngulos varridos em
tempos iguais pelo raio que liga a particula ao ponto S possuem
areas iguais. Triangulos varridos em tempos diferentes terdo
areas proporcionais a esses intervalos de tempo.

Hé outro modo de fazer a demonstracdo da igualdade das
4reas dos triangulos SAB e SBC. Tomemos AB como base do
primeiro tridAngulo ¢ BC como a base de segundo. Essas duas
bases sdo iguais, pois sdo os espacos percorridos em tempos
iguais, em um movimento retilineo uniforme. Agora, basta
mostrar que os dois tridngulos possuem a mesma altura. O
vértice oposto a base dos dois tridngulos ¢ o ponto S. A altura
dos dois tridngulos ¢ a distncia entre esse ponto ¢ a reta que
contém as suas bases. Como as duas bases sdo colineares, a
altura dos dois tridngulos ¢ a mesma. Portanto, suas areas sao
iguais. Esta segunda demonstragdo ¢ mais simples, porém a
analise mostrada anteriormente facilita a compreensao de outros
passos do restante da dedugao de Newton.

Notemos que o ponto S pode estar em qualquer posicao. Seja
onde for colocado o ponto S, as areas dos triangulos sucessivos
serdo iguais. Ou seja: a lei das areas vale para qualquer particula
que se mova inercialmente, em relagdo a qualquer ponto S
tomado como centro.

Nessa demonstracgao, a unica hipotese fisica utilizada foi a lei
da inércia; a partir dela, segue-se que os segmentos de reta AB,
BC e CD sio colineares e iguais entre si. Todo o resto da prova
utiliza apenas geometria.

Passemos, agora, ao caso em que a particula estd submetida
a for¢as. Embora Newton tenha utilizado uma unica figura,
vamos utilizar varias, para que o argumento fique mais facil de
entender. Em uma aula, utilizando projecdo ou mesmo um
quadro negro / verde / branco, ¢ mais facil de ir mostrando as
relagdes geométricas do que em um texto como este. Além
disso, na explicacdo abaixo, vamos utilizar algumas notagdes
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que Newton ndo usava, como At e v;, para facilitar a
compreensao de um leitor atual.

E

e
----
.......
....
....

gt A

Figura 6. Trajetoria poligonal, supondo-se que a particula em movimento
sofre impulsos instantineos, na dire¢do do ponto S, quando passa pelos
vértices da linha poligonal.

Suponhamos que uma particula descreve a trajetoria
poligonal ABCDEF (Fig. 6) da seguinte forma: de A4 até B, ela
se move sem sofrer nenhuma forca — e, portanto, em linha reta
e com velocidade uniforme V7. Depois de um intervalo de tempo
At, a particula chega ao ponto B, onde ela sofre um impulso ou
puxdo instantdneo na direcdo do ponto S, que agora
consideraremos como sendo um centro de atracdo. Por causa
disso, sua velocidade se altera em direcido e modulo,
instantaneamente, no ponto B. Entdo, a particula se move com
essa nova velocidade v, durante um novo intervalo de tempo
igual At, sem sofrer nenhuma forga — e, portanto, novamente em
linha reta e com velocidade uniforme. Depois de um tempo At,
a particula chega ao ponto C, onde ela sofre um novo impulso
ou puxdo instantdneo na dire¢do do ponto S, alterando
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novamente sua velocidade para v3; e assim por diante. Todos os
puxoes sdao na dire¢ao de S, mas ndo precisam ter o mesmo
valor: alguns podem ser mais fracos, outros mais fortes.

Se os intervalos de tempo At forem considerados cada vez
menores, 0 poligono terd um nimero cada vez maior de lados;
quando At tende a zero, o poligono tende a se tornar uma curva
suave e a situacdo correspondera a uma particula que esta se
movendo em uma trajetéria curva, sofrendo forcas que agem
durante todo o tempo. Ou seja: um movimento suave como o
dos planetas pode ser considerado como um caso limite do
movimento poligonal com sucessivos puxdes instantaneos.

O que se quer provar ¢ que cada um dos tridngulos formados
pelos lados do poligono, unidos ao centro de forca S, tem a
mesma area; ou seja, o triangulo S4B e o triangulo SBC possuem
amesma area, e assim por diante. Analisemos, agora, cada etapa
do movimento poligonal, de um modo semelhante ao seguido

por Newton.
C
C /
]
I
)
[}
I
I
. !
Vo \ 'r
[}
!
I
B
vy
A

S
Figura 7. Inicialmente a particula se move com velocidade constante no

trecho AB, depois sofre um impulso instantaneo que altera sua velocidade e
sua diregdo, percorrendo entdo o trecho BC.

Como ja foi explicado, a particula se move inicialmente no
tempo At de A at¢ B com movimento retilineo uniforme, com
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velocidade ;. Se ndo sofresse nenhum puxdo para S, ela
continuaria a se mover na mesma dire¢do, com a mesma
velocidade, de acordo com a lei da inércia, chegando depois de
outro tempo At ao ponto ¢ (Fig. 7) e, como ja foi provado antes,
as areas dos triangulos SAB e SBc sdo iguais entre si. No entanto,
como a particula sofreu um impulso instantaneo para S no ponto
B, sua velocidade se alterou para v, e, por isso, depois de um
tempo At ela chega ao ponto C. Os segmentos de retas AB ¢ BC
sd0, respectivamente, proporcionais as velocidades v, e v,, pois
consideramos sempre o mesmo intervalo de tempo At.
Obviamente, as diregdes desses segmentos de retas sdo iguais as
das velocidades respectivas. Assim, esses segmentos AB ¢ BC
podem ser considerados como representagdes geométricas das
duas velocidades v; € V.

Agora, se unirmos os pontos ¢ ¢ C, teremos um novo
segmento de reta cC cuja interpretagdo devemos explicar (Fig.
8). As velocidades (e também os outros vetores) obedecem a lei
de adi¢do vetorial, que ¢ representada geometricamente pela lei
do paralelogramo. Vemos, pelo diagrama (Fig. 8), que v, =
V1 + V3. Portanto, v; = v, — 7. Ou seja, a velocidade v5, que
¢ representada pelo segmento de reta cC, é a variagio de

velocidade (velocidade final v, menos velocidade inicial v7).

s
Figura 8. Analise vetorial da variagdo de velocidade sofrida pela particula

no ponto B.
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Essa varia¢do de velocidade v; = v, — v, foi produzida pelo
impulso instantdneo que a particula sofreu quando passou pelo
ponto B. Como o ponto S representa o centro de forgas, entdo
esse impulso deve ter a direcdo da reta BS (Fig. 9). Portanto, o
segmento de reta cC, que representa a variagio de velocidade
U3 = v, — v; ocorrida no ponto B, deve ter a direcdo do
segmento de reta BS. Neste diagrama, os segmentos de reta cC
e BV possuem tamanhos iguais e mesma dire¢io. Por outro lado,
os trés segmentos de reta AB, Bc e VC também possuem
tamanhos iguais e mesma dire¢ao.

O ponto S e a reta AB definem um plano, ao qual pertence
também BS. Como o impulso se d4 nessa dire¢do, a variacdo de
velocidade, representada por cC, também esta no mesmo plano.
Toda a figura permanece no mesmo plano inicial e, portanto, o
movimento ndo pode se desviar dele.

Qi
w2

Figura 9. A variagdo de velocidade sofrida no ponto B deve ter a direcao
da reta BS, ja que S € o centro de forgas.

O passo seguinte € perceber que as areas dos dois tridngulos
SBC e SBc sdo iguais entre si (Figura 10). De fato, os dois
trisngulos possuem a mesma base SB; além disso, como o
segmento de reta Cc ¢ paralelo a base SB, os dois pontos C e ¢
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estdo a mesma distancia (altura) da base. Portanto, as areas dos
dois triangulos SBC e SBc sao iguais entre si. Porém, ja havia
sido provado antes (ao analisar o movimento inercial da
particula) que as areas dos triangulos S4B e¢ SBc também sao
iguais entre si.

gt

Figura 10. As areas dos triangulos SBC e SBc sdo iguais, pois possuem a
mesma base SB ¢ a mesma altura, ja que Cc é parelela a SB.

Assim, a area do primeiro triangulo SAB varrido no tempo At
pelo raio vetor que liga a particula ao centro de forgas S € igual
a area do segundo triangulo SBC varrido também em um
intervalo de tempo At (Fig. 11). Utilizando-se o mesmo
raciocinio, pode-se provar que a area do tridngulo seguinte,
SCD, também ¢ igual as areas de SAB e de SBC, e assim por
diante. Assim, todos os triangulos varridos pelo raio vetor em
tempos iguais sdo iguais; e as areas varridas em intervalos de
tempos diferentes serdo proporcionais aos respectivos tempos.

Notemos que as unicas hipoteses fisicas que foram utilizadas
sao (1) a lei da inércia, (2) a lei de composicao das velocidades
e (3) a ideia de que a variacdo da velocidade tem a mesma
direcdo da reta que une a particula ao centro de forgas. Nao
existe nenhuma suposi¢do sobre qual ¢ o tipo de forca, nem
sobre como ela depende da distancia. Além disso, se a forca
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fosse repulsiva (em vez de atrativa) todo o raciocinio ainda seria
valido.

B

y

S

Figura 11. As areas de todos os tridngulos correspondentes a intervalos de
tempo iguais, sdo iguais entre si.

A argumentacao apresentada pelo proprio Newton em sua
obra ¢ bastante curta e poderd agora ser compreendida mais
facilmente. Ela se refere apenas ao diagrama apresentado
inicialmente (Fig. 4). A primeira parte do argumento, que se
refere a0 movimento inercial (primeira lei do movimento), ¢
esta:

Suponhamos que o tempo seja dividido em partes iguais;
e que no primeiro intervalo desse tempo o corpo descreva a
linha reta 4B pela sua forca inata. No segundo intervalo de
tempo (pela Lei 1), se ele ndo for impedido, continuara
diretamente até ¢, pela linha Bc igual a 4B; e assim, pelos
raios AS, BS e ¢S tracados até o centro, serdo descritas as areas
iguais, ASB, BSc. (Newton, 1687, p. 37)
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Notemos que Newton considera 6bvio que os tridngulos sao
iguais € ndo se da ao trabalho de explicar o argumento
geométrico.

Em seguida, Newton passa a situagdo em que existe uma
forca e utiliza (como foi feito acima) a regra do paralelogramo
(Corolario 1 das leis do movimento):

Porém, suponha que uma for¢a centripeta atua
instantaneamente, com um grande impulso, quando o corpo
chega a B; e que, desviando o corpo da linha reta BC, ela o
obriga a continuar seu movimento na linha reta BC. Trace cC
paralelo a BS, encontrando BC em C; e entdo, no fim do
segundo intervalo de tempo (pelo Corolario 1 das Leis), ele
sera encontrado em C, no mesmo plano do tridngulo 4SB.
Ligue SCe, ja que SB e Cc sdo paralelos, o tridngulo SBC sera
igual ao triangulo SBc e, portanto, também serd igual ao
triangulo SAB. Por um argumento semelhante, se a forga
centripeta atua sucessivamente em C, D, E etc.; e faz com que
o corpo, em cada intervalo de tempo, descrever as linhas retas
CD, DE, EF etc.; todas elas ficardo no mesmo plano; € o
triangulo SCD sera igual ao tridngulo SBC, e SDE a SCD, e
SEF a SDE. E, portanto, em tempos iguais, serdo descritas
areas iguais em um plano imovel; e, por composicgdo,
quaisquer somas dessas areas, como SADS, SAFS, estdo uma
para outra como os tempos em que sao descritas. (Newton,
1687, p. 37-38)

O argumento ¢, essencialmente, o que ja havia sido mostrado,
porém mais sucinto. Por fim, Newton passa ao caso limite em
que os intervalos de tempo vao tendendo a zero e o poligono
tende a uma curva suave:

Agora, deixe aumentar o nimero desses tridngulos e sua
largura diminuir ao infinito; entdo (pelo corolario 4, lema III)
seu perimetro final ADF sera uma linha curva e, assim, a forga
centripeta pela qual o corpo ¢ desviado sempre da tangente a
essa curva, agird continuamente. E quaisquer areas descritas
SADS, SAFS, que sdo sempre proporcionais aos tempos em
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que sao descritas, serdo proporcionais a esses tempos também
neste caso. Q.E.D. [Quod Erat Demonstrandum] (Newton,
1687, p. 38)

Essa demonstracdo constitui o primeiro teorema mecanico
apresentado por Newton na sua obra. E uma das mais simples.
Outras provas geométricas que ele apresenta (como as
relacionadas com as Orbitas elipticas) sdo muito mais
complexas. Para nds, que nao estamos habituados a esse tipo de
argumentos, a leitura e compreensdo dos Principios
Matematicos da Filosofia Natural ¢ muito dificil, sendo as
vezes impossivel de entender.

Voltando a um ponto levantado no inicio deste artigo,
podemos questionar: e por que Newton nao utilizou o calculo
diferencial e integral, bem como o formalismo algébrico, em sua
obra? A resposta ¢ simples. Ele escreveu para um publico
especifico, que ndo conhecia ainda essa nova ferramenta
matematica (Guicciardini, 1999, p. 107). Para ler os Principia,
ndo era necessario adquirir o conhecimento do novo método
matematico, pois ele era escrito em uma linguagem baseada na
geometria.

5. O METODO ANALITICO DE EULER

Newton faleceu em 1727. Nove anos depois, em 1736, um
jovem matematico (com apenas 29 anos de idade) chamado
Leonhard Euler publicou seu primeiro livro, um tratado de
mecanica em dois volumes denominado Mechanica sive motus
scientia analytice exposita, que pode ser traduzido por
Mecdnica, ou a ciéncia do movimento exposta de modo
analitico (Fig. 12). O proprio titulo da obra ¢ uma novidade, em
dois sentidos. Primeiramente, porque até aquela €poca se dava
o nome de “mecanica” principalmente ao estudo das maquinas
e da estatica. Em segundo lugar, porque o titulo do livro indica
que o estudo sera apresentado através de formulas (ou seja, de
modo analitico) e ndo pelo método geométrico, como na obra de
Newton.
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Figura 12. Folha de rosto do tratado de Mecanica de Euler (1736).

No prefacio da obra, Euler menciona tanto o livro de Newton
(os Principios Matematicos da Filosofia Natural) quanto a
Phoronomia de Jakob Hermann como exemplos de obras que
utilizam o método sintético (geométrico) € ndo o analitico
(empregando equagdes e calculo diferencial e integral).
Devemos notar que, at¢ o século XVII, os significados de
“andlise” e “sintese”, na matematica, eram diferentes dos que
ele utilizou. “Analise” era o método que consistia em reduzir o
mais complexo ao mais simples, decompor, voltar atras,
procurando algo ja conhecido ou um primeiro principio que
justifique aquilo que se quer provar; “sintese” era 0 método de
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progredir do mais simples e particular para o mais complexo e
geral (Heath, 1921, v. 1, p. 371; v. 2, p. 400-401).
Aquilo que ocorre com todos os escritos compostos sem
o uso da andlise vale principalmente para a Mecanica; mesmo
se o leitor ficar convencido da verdade das coisas 14
apresentadas, ele serd incapaz de obter um conhecimento
suficientemente claro e distinto delas; e se os mesmos
problemas forem mudados ligeiramente, ele pode ter grandes
dificuldades de resolvé-los, a menos que recorra a analise e
desenvolva as mesmas proposi¢cdes pelo método analitico.
Assim, eu sempre tive a mesma dificuldade em fazer uso
disso, quando examinei os Principia de Newton ou a
Phoronomia de Hermann, pois mesmo quando as solugdes
dos problemas me pareciam estar satisfatoriamente
compreendidos, bastava uma pequena mudanga e eu nao era
capaz de resolver o novo problema. Assim, ha muito tempo,
tanto quanto sou capaz, tenho procurado obter pela analise o
que se oculta nesses métodos sintéticos, para poder apresentar
as mesmas proposi¢des que sdo manipuladas mais facilmente
por meu proprio método analitico. Assim, trabalhando com
esse ultimo método, obtive um aumento perceptivel de minha
compreensdo. [...] E assim nasceu este tratado sobre o
movimento, no qual sdo apresentadas convenientemente na
devida ordem tanto as coisas que encontrei nos escritos de
outros sobre 0 movimento dos corpos, como também minhas
proprias consideragdes, demonstradas pelo método analitico.
(Euler, 1736, v. 1, paginas sem niimero)

No primeiro capitulo da Mechanica, Euler primeiramente
apresenta uma série de defini¢des sobre o movimento e depois
comeca a introduzir equagdes que envolvem, inicialmente,
relagdes entre nimeros abstratos produzidos por razdes entre
grandezas do mesmo tipo. Por exemplo, a Proposicao 2,
Teorema, secdo 25: “Para dois corpos que avangam com
movimento uniforme, as velocidades sdo diretamente
[proporcionais] aos espagos percorridos por cada um e
inversamente com o tempo no qual esses espagos sao
percorridos” (Euler, 1736, v. 1, p. 9)
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Demonstra¢ao. Sejam 4 ¢ a os dois corpos, ¢ suas
velocidades [celeritas] C e c; e que o corpo 4 percorre um
espago [spatium] S no tempo [tempus] T, enquanto o corpo a
[percorre] um espago s no tempo ¢. Como no movimento
uniforme as distancias sdo proporcionais aos tempos (18), o
espago que o corpo a completa no tempo 7T pode ser

. ~ T
determinado pela proporgao t: T = s: ST Portanto, o corpo a

. sT
se moverd em um tempo 7' um espago —. Mas, no mesmo

tempo 7, o corpo 4 se move um espago S. As velocidades dos
corpos devem ser medidas pelos espacos que eles percorrem

. sT S s
no mesmo tempo (18). Por isso, C:¢c = S:T’ ouC:c= P
Dai se seguem que as velocidades sdo diretamente
[proporcionais] aos espacos e inversamente aos tempos em

que eles sdo percorridos. Q.E.D. (Euler, 1736, v. 1, p. 10)

E relevante observar que Euler utiliza letras para representar
as grandezas fisicas (algo que Newton ndo fazia) e que a escolha
dessas letras esta associada aos seus nomes, em latim. Assim, a
velocidade € representada por c (inicial de celeritas), a distancia
ou espaco percorrido por s (spatium) e o tempo por ¢ (tempus).
Ainda utilizamos s e ¢, mas ¢ foi substituido por v (de velocitas),
pois utilizamos geralmente c para representar uma constante.

Embora na citagdo acima Euler estivesse ainda utilizando

~ ~ . .S
razdes e proporcdes, devemos notar que ele ja escrevia 7> ou
. e g , sT
seja, estava dividindo um espago por um tempo; e também -

onde aparece um espago multiplicado por um tempo. Além
disso, ele utiliza o proprio sinal de igualdade, em vez do sinal
de proporcionalidade que havia sido adotado no século anterior.

Essa atitude de ignorar as restrigdes do conceito de divisao
da matematica cldssica vai avancando, nos trechos seguintes de
sua obra, sem qualquer justificativa.

§26. A partir da Gltima propor¢ado [analogia] é produzida
esta equagdo % = %t Portanto, em qualquer movimento

uniforme, o produto da velocidade pelo tempo, dividido pelo
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espaco percorrido naquele tempo, da sempre o mesmo
quociente. (Euler, 1736, v. 1, p. 10)

Aqui, Euler se refere explicitamente ao produto da
velocidade pelo tempo, ou seja, a multiplicagdo de duas
grandezas concretas, dividido pelo espago percorrido, ou seja,
a divisdo por um nimero concreto. As duas citagdes seguintes
mostram que ele passa a se referir frequentemente ao produto e
a divisdo de grandezas fisicas:

Corolario 4. §29. Dada a velocidade de um corpo que se
move uniformemente, ¢ algum espago percorrido, pode-se
obter o tempo em que esse espago foi percorrido, a saber,
dividindo o espaco pela velocidade. [...]

Corolario 5. §30. De modo semelhante, a velocidade
pode ser expressa pelo espaco percorrido dividido pelo
tempo; e o proprio espago também pelo produto do tempo
pela velocidade. (Euler, 1736, v. 1, p. 11)

Depois de introduzir os conceitos basicos da cinematica,
Euler comeca a realizar dedugdes e, aqui, ele abandona
totalmente o método geométrico de Newton e passa a utilizar o
calculo diferencial e integral, como no exemplo abaixo:

Proposi¢do 4. Teorema. §37. Um corpo se move com
algum tipo de movimento variavel ao longo da linha AM,
sendo dada a velocidade do corpo em cada ponto; pede-se
determinar o tempo no qual o arco AM é completado. (Euler,
1736, v. 1, p. 13)

Solugdo. Seja AM o espaco =s da linha reta ou curva; e
seja ¢ a velocidade que o corpo tem em M, que sera alguma
funcdo do proprio s. A partir de M toma-se o elemento Mm,
que se considera ser atravessado com a velocidade uniforme
¢. Sendo o elemento Mm chamado de ds, o tempo em que este

] ) d . .
elemento ¢ percorrido = TS (29). Portanto, integrando, ¢

. . d
obtido o tempo em que o arco todo é completado = | TS Deve
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ser adicionada a essa integral uma constante que torne esse
tempo =0, quando se faz s=0, segundo as regras de integracao
conhecidas. Q.E.L. (Euler, 1736, v. 1, p. 13-14)

A

Figura 14. Diagrama de Euler para explicar o Teorema do §37.

O diagrama utilizado aqui por Euler (Fig. 14) ndo serve para
auxiliar a deducdo (como em Huygens e Newton), mas apenas
para ilustrar a situagdo que ele esta estudando. Notemos que ele
utilizou a divisdo da distancia pela velocidade e que introduziu
diretamente o uso de integrais na cinematica. Para que ndo se
pense que a notacdo aqui mostrada ¢ anacronica, € Util conferir
a imagem do trecho correspondente do livro de Euler (Fig. 15).

1y CAPUT PRIMUM

Ieritate ¢ percurri concipiendum eft. Vocato ele-
mento Mmz, ds; erit tempus, quo hoc elementum
pecurritur =% (29.). Integrando ergo habebitur
tempus, quo to:us arcus AM abfoluitur —f%.  Ad
integrale vero talis adiici debebit conftans, quae
reddat hoc tempus —o, fi ponitur s—o, fecundum
notas integrationis regulas. Q. E. J.
Figura 15. Parte da demonstracdo do Teorema do §37 no livro de Euler,
onde podemos observar a notag@o que ele utilizou (Euler, 1736, v. 1, p. 14).
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Nem tudo o que Euler fazia em 1736 corresponde exatamente
a nossa abordagem. Ele ndo usava, por exemplo, o conceito de
aceleracdo. Nos pontos em que esperariamos o surgimento desse
conceito, ele utiliza uma grandeza sem nome que corresponde
ao inverso da aceleragdo, como aqui:

Corolario 3. §133. Se, portanto, no inicio do seu
movimento, a velocidade adquirida em um pequeno tempo ¢
¢ chamada de c e o espago percorrido ¢ s, teremos t=nc. Mas

, d d
também t = f?s (37). Portanto, se deduz nc = f?s ou
2 tZ

. nc
ncdc = ds, de onde sai s = =5 Logo, os espagos

descritos desde o inicio do movimento estdo na razdo dupla
dos tempos [sdo proporcionais aos quadrados dos tempos] ou
das velocidades adquiridas nesses espagos. (Euler, 1736, v. 1,

p. 52)

Observemos que a grandeza n aqui utilizada por Euler

corresponde ao inverso da aceleragdo, pois escreveriamos c=at
t2 t2

a
emvezde t=nc,e s = emvezdes = po

2

Ao introduzir consideragdes dinamicas, Euler ndo utilizou o
termo Newtoniano para forca (vis) e sim o de poténcia
(potentia), mas seu uso ¢ muito semelhante, como nos exemplos

abaixo:

Proposicao 19. Teorema. §150. Se o ponto se move na
diregdo AM e percorre o pequeno espago Mm, sendo
solicitado pela poténcia p que o puxa na mesma direcdo, o
aumento de velocidade que esse ponto adquire é como [¢
proporcional a] a poténcia que o solicita multiplicada por esse
pequeno tempo em que ele percorre o elemento [de distancia]
Mm. (Euler, 1736, v. 1, p. 61)

Ou seja, a variagdo de velocidade dc € proporcional a pdt, o

que ¢ semelhante ao que escreveriamos como dv « Fdt.
Vejamos outros exemplos:
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Corolario 1. §151. Seja o ponto que estd em M, com

velocidade ¢, ¢ o pequeno espago Mm=ds, sendo dt = %,

pois se deve considerar que o elemento Mm ¢é descrito por um
movimento uniforme. Como, além disso, dc € como pdt
[proporcional a pdf], dc sera proporcional a pds/c, ou cdc
proporcional a pds. Portanto, o aumento do quadrado da
velocidade ¢ proporcional a poténcia multiplicada pelo
elemento de espago percorrido. (Euler, 1736, v. 1, p. 62)

Ou, com nossa representagio: d(v?) « Fds e, portanto,
A(v?) « FAs. O significado fisico é semelhante ao de nossa
consideragdo atual de que a variagdo da energia cinética de uma
particula ¢ igual ao trabalho realizado pela for¢ca que age sobre
ela, embora os conceitos de trabalho e energia cinética ndo
existissem naquela época.

Logo em seguida, Euler introduziu o papel da massa inercial,
que ele descreve como sendo a quantidade de matéria da
particula, ou o nimero de “pontos” que ela contém:

Proposicdo 20. Teorema. §154. Se a direcdo do
movimento dos pontos ¢ igual a dire¢do das poténcias, o
aumento de velocidade sera proporcional a poténcia vezes o
pequeno tempo e dividida pela matéria ou quantidade de
pontos. (Euler, 1736, v. 1, p. 63)

. e . , . pdt
Ou seja: a variacdo de velocidade dc € proporcional a -

Euler nao utilizou nenhum simbolo especial para a quantidade
de matéria (ou massa), representando essa grandeza, em cada
caso, pela mesma letra que representa o proprio corpo que esta
se movendo, como no exemplo abaixo. Além disso, para passar
de uma proporcionalidade a uma equagdo, Euler introduziu
uma constante 7 cuja natureza ndo ¢ esclarecida neste ponto,
embora seja discutida posteriormente:

Corolario 1. §155. Entdo, se a velocidade do ponto A4 for

npdt . g ,
¢, teremos dc = —0 onde 7 indica sempre um niimero que
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ndo depende nem da poténcia, nem do tempo, nem da
quantidade de pontos.

Corolario 2. §156. A quantidade de matéria 4 aqui
considerada vem da relutincia a poténcia que solicita, isto &,
corresponde a forca de inércia [vis inertiae]. Assim, o
aumento da velocidade ¢ como [proporcional a] a poténcia
que solicita e o pequeno tempo diretamente, mas
inversamente a forca de inércia do corpo.

Coroléario 3. §157. Considerando o espago Mm=ds,
npds

d d
temos dt = TS Portanto, dc = %, ou teremos cdc =
Portanto, o aumento do quadrado da velocidade é produzido
pela poténcia multiplicada pelo pequeno espago percorrido,

dividido pela massa ou for¢a de inércia dos corpusculos.
(Euler, 1736, v. 1, p. 64)

A primeira equacdo aqui apresentada por Euler ¢
Fdt dav
correspondente a dv = — ou m—= F (nossa forma da

“segunda lei de Newton”), embora ele ndo a escreva desse
modo.

Na Mechanica e em suas outras obras, Euler continuou a
elaborar e utilizar esse formalismo (Gonzélez Redondo, 2003),
mas ndo vamos discutir aqui esse desenvolvimento posterior.

6. ENTRE NEWTON E EULER

Quando examinamos o formalismo empregado por Leonhard
Euler em sua mecanica, ndés nos sentimos muito mais
confortaveis do que ao tentar compreender os Principia de
Newton. De fato, tanto o uso de um formalismo algébrico
quanto o emprego do calculo diferencial e integral (com o
simbolismo desenvolvido por Leibniz) que Euler empregou na
sua Mechanica foram depois de algum tempo adotados por
quase todos — e chegaram até nossos livros didaticos. A
importancia da contribuicdo de Euler, sob esse aspecto, ¢
indiscutivel e tem sido reconhecida pelos historiadores da
ciéncia (Maronne; Panza, 2014).
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Devemos, porém, ter o cuidado de ndo imaginar que Euler,
sozinho, criou e imp0s esse novo formalismo. A construgdo da
ciéncia ¢ um trabalho coletivo, lento, com idas e voltas. Cada
avan¢go depende de intimeras contribuigdes de um grande
niamero de pessoas, muitas das quais sdo quase totalmente
desconhecidas hoje em dia. Essa transformagao do formalismo
da mecanica classica nao ¢ uma excecao.

Uma primeira pista que salta aos olhos ¢ o uso do célculo
diferencial e integral com o formalismo de Leibniz. Como é bem
conhecido, Newton e Leibniz criaram independentemente suas
versdes do calculo diferencial e integral, com diferentes
conceituagdes ¢ simbolismos bem diversos. Os simbolos de
diferencial, derivada e integral que usamos hoje em dia s3o os
de Leibniz. Raramente utilizamos o simbolismo dos fluxions de
Newton, exceto em alguns pontos especiais da mecanica
classica em que escrevemos x para derivada de x em relagao ao
tempo e X para a componente x da aceleragdo. O simbolo de
Newton para a integral, que era um quadrado (para simbolizar
areas) nunca ¢ usado hoje em dia. O formalismo do calculo
diferencial e integral que Euler usou mostra que, pelo menos
neste aspecto, ele estava sendo influenciado por Leibniz. Na
verdade, a influéncia foi mais ampla.

Até meados do século XVII, praticamente todos os
matematicos consideravam que razdes eram diferentes de
divisdes e ndo eram numeros nem fracdes; e que proporgoes,
sendo relagdes entre duas razdes, ndo eram igualdades ou
equagoes (Sylla, 1984). Por isso, eram utilizados simbolos
diferentes para essas coisas. A divisdo era geralmente
representada sob a forma de uma fracdo e o simbolo de
igualdade que utilizamos hoje em dia ja era comum, naquela

, . . 42 21
época. Assim, podia-se escrever - =5 por exemplo. Para

razdes e propor¢des, o simbolismo mais utilizado na segunda
metade do século XVII era o que foi proposto por Vincent Wing
em 1651(Cajori, 1993, v. 1, p. 275), representando “a razdo de
a para b ¢ proporcional a razdo de c parad” pora : b :: ¢ : d.
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Leibniz, no entanto, se posicionou em 1693 contra essas
distingcoes classicas:

Eu sempre desaprovei o fato de que sdo usados simbolos
especiais em razdes e propor¢des; pois para a razdo ¢€
suficiente o sinal de divisdo, e da mesma forma para
proporcao ¢ suficiente o sinal de igualdade. Assim eu escrevo

~ . a . , .

a razdo de a para b assim: a : b ou 5> assim como & feito ao
dividir a por b. Eu designo proporgdo, ou a igualdade de duas
razdes, pela igualdade das duas divisdes ou fragdes. Assim,
quando eu exprimo que a razdo de a para b € a mesma que a

r . a Cc
de ¢ para d, ¢ suficiente escrever a: b =c:d ou =7

d
(Leibniz, apud Cajori, 1993, v. 1, p. 295)

Note-se que Leibniz decidiu simplesmente ignorar uma
tradicdo matematica de dois mil anos, sem apresentar qualquer
justificativa mais aprofundada.

Em seus escritos sobre mecanica, Leibniz utilizou
principalmente a linguagem das razdes e proporgdes,
descrevendo seus raciocinios através de palavras e ndo por
equacdes. Porém, em varios pontos, ele comegou a utilizar
divisdes em vez de razdes, bem como empregar formulas
algébricas para representar as relacoes entre as grandezas
(Gonzélez Redondo, 2004).

Vejamos, em primeiro lugar, alguns exemplos da pequena
obra com o longo titulo Essay de dynamique sur les loix du
mouvement, ou il est monstré, qu'il ne se conserve pas la méme
quantité de mouvement, mais la méme force absolue, ou bien la
méme quantité de l'action motrice (Leibniz, 1860, p. 215-231),
escrita por Leibniz provavelmente entre 1699 e 1701
(Duchesneau, 1994, p. 244). Nessa obra, Leibniz utiliza tanto a
ideia de divisdao de uma grandeza fisica por outra, como a de seu
produto, sem apresentar qualquer justificativa, muitas vezes
misturando a linguagem de razdes e proporgdes com divisdes e
igualdades.
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Assim, as velocidades estdo na razdo composta da [razao/
direta dos espagos percorridos e da [razdo] reciproca dos
tempos empregados. Ou, o que é a mesma coisa, para ter a
estimativa da velocidade, deve-se tomar o espago e dividi-lo
pelo tempo. Por exemplo, A completa 4 pés em trés segundos
e B completa 2 pés em um segundo; a velocidade de A4 sera

como 4 dividido por 3, quer dizer, como §= e a velocidade de
B sera como 2 dividido por 1, quer dizer, como 2, de modo
que a velocidade de A estara para a de B como g para 2, quer

dizer, como 2 para 3. (Leibniz, 1860, p. 222; trecho
enfatizado por mim)

Entende-se por quantidade de movimento o produto da
massa pela velocidade, de modo que, sendo a massa do corpo
como 2 ¢ a velocidade como 3, a quantidade de movimento
do corpo seria como 6. Assim, se houver dois corpos que se
encontram, multiplicando a massa de cada um por sua
velocidade e tomando a soma dos produtos, pretende-se que
essa soma deve ser a mesma antes ¢ depois do encontro.
(Leibniz, 1860, p. 216)

Na mesma obra, Leibniz introduz equacdes algebricas para
representar relacdes entre grandezas fisicas e fazer dedugdes.
Ele analisa a colisao de dois corpos elasticos a e b representando
suas velocidades antes do choque por v e y; e suas velocidades
depois do choque por x e z, indicando que essas velocidades
podem ter sinais negativos. As massas dos dois corpos sao
indicadas pelas mesmas letras que os representam, ou seja, a €
b (Leibniz, 1860, p. 226). Escreve, entdo, as seguintes equagoes:

I. Equagdo linear, que exprime a conservagdo da causa
do choque ou da velocidade respectiva:
v-y=2z—x
onde v — y significa a velocidade respectiva entre os corpos,
com a qual se aproximam antes do choque, e z — x significa
a velocidade respectiva com a qual eles se afastam depois do
choque. E essa velocidade respectiva ¢ sempre a mesma

228



O formalismo da mecanica classica, de Huygens e Newton até Euler

quantidade antes ou depois do choque, supondo que os corpos
sejam bem elasticos, € isso o que diz essa equagdo. Deve-se
apenas observar que como os sinais variam na explicacao do
detalhe, essa regra geral contera todos os casos particulares.
O que ocorre também na equagao seguinte:

I. Equacdo plana, que exprime a conservagdo do
progresso comum ou total dos dois corpos

av + by = ax + bz

[...]

1. Equacgdo solida, que exprime a conservagdo da forga
total absoluta ou da a¢do motriz

avv + byy = axx + bzz
(Leibniz, 1860, p. 227)

A “equagdo solida” de Leibniz corresponde a nossa lei da
conservagdo da energia cinética (valida para choques elasticos);
ele escreve avv em vez de av?, como fazemos hoje. Essas trés
relagdes haviam sido utilizadas por Huygens no seu estudo de
colisdes, porém sem utilizar o formalismo algébrico que Leibniz
introduz aqui. A vantagem desse formalismo ¢ que o autor pode
desenvolver demonstragdes muito mais simples — exatamente
como fazemos até hoje. Ele indica, por exemplo, que as trés
equacdes indicadas acima ndo sdo independentes e que bastam
duas delas, pois a terceira pode ser obtida das outras duas, o que
mostra de forma muito simples:

Pela primeira, temos v +x =y + z e, pela segunda,
teremos a(v — x) = b(z — y). Multiplicando uma equagdo
pela outra segundo os lados correspondentes, teremos
alv—x)(v+x) =b(z—y)(z+y), o que produz avv —
axx = bzz — byy, ou a terceira equagdo. (Leibniz, 1860, p.
228)

Na citacdo acima, apenas fizemos uma pequena mudanca de
notacdo, pois Leibniz ndo utilizava parénteses. Em vez de
a(v — x) ele escrevia a, v — x e assim por diante, nos outros
Casos.

229



Roberto de Andrade Martins

O uso de simbolismo algébrico j& aparece anteriormente em
outra obra de Leibniz, Dynamica de potentia et legibus naturae
corporeae (Leibniz, 1860, p. 281-514) , escrita em 1689, que ¢
a mais ampla formulagdo de sua mecanica. No entanto, quase
todo esse tratado utiliza argumentos com razdes e proporgoes,
bem como analises geométricas; apenas em uma pequena parte
(Leibniz, 1860, p. 425-431) ele apresenta equacdes algébricas,
acrescentando também o uso de integrais de grandezas fisicas.

A abordagem de Leibniz influenciou diretamente seu
principal discipulo Christian Wolff, bem como a familia
Bernoulli. Ora, Leonhard Euler foi aluno de Johann Bernoulli e
colega de Daniel, Nikolaus e Johann Bernoulli filho (Suisky,
2009, p. vii). Encontra-se, entdo, uma conexao indireta entre o
formalismo utilizado por Euler e aquele que Leibniz ja havia
comecado a empregar algumas décadas antes.

A histéria é, no entanto, mais complexa. Michel Blay
publicou trabalhos em que mostrou que Leibniz e a familia
Bernoulli ainda ndo haviam conseguido desenvolver
plenamente o uso do célculo diferencial e integral na mecanica.
Esse historiador atribui um papel fundamental a Pierre Varignon
(Blay, 1988; Blay, 1992), que escreveu varios trabalhos entre
1707 e 1711 nos quais estudou o movimento de projéteis
submetidos a resisténcias, apresentando um método geral de
resolucdo que tem grande semelhanca com as equagdes
diferenciais que utilizamos hoje em dia.

Niccold Guicciardini (1996), por outro lado, mostrou o
importante papel de Jakob Hermann, que reformulou resultados
de Newton (como sua demonstragao da lei das areas) utilizando
o calculo diferencial e integral. Como vimos, Euler citou a
Phoronomia de Jakob Hermann, mas apenas para critica-la; na
verdade, em varios pontos dessa obra encontramos o uso de
letras para representar as grandezas fisicas, equagdes algébricas
para representar suas relacOes, multiplicagdo e divisdo de
grandezas concretas (Hermann, 1716, p. 2-4), bem como o uso
do célculo diferencial e integral para resolver questdes da
mecanica.
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Temos, infelizmente, uma tendéncia a tentar simplificar a
histéria, procurando os “grandes personagens” que deram os
“passos fundamentais” que levaram ao que aceitamos hoje em
dia. Por causa disso, at¢é mesmo os historiadores da ciéncia
podem privilegiar indevidamente as contribuicdes de
pesquisadores mais conhecidos — como Leibniz e Euler —
ignorando a importancia do trabalho de outros autores menos
conhecidos. Nao temos davidas de que, se for feita uma busca
cuidadosa, serdo encontrados muitos outros autores e trabalhos
que ndo foram citados aqui e que contribuiram para a mudancga
de abordagem na mecéanica, passando do método geométrico,
com uso de razdes e propor¢des, para o método algébrico,
incorporando também o calculo diferencial e integral. Quem foi
o “primeiro” a fazer isso? A pergunta ¢ inadequada, justamente
porque o desenvolvimento da ciéncia depende de inumeras
contribui¢des de muitas pessoas.

7. CONSIDERACOES FINAIS

As técnicas matematicas podem ajudar muito no
desenvolvimento da fisica, mas devemos perceber que elas sdao
apenas um instrumento. Um marceneiro, alguns séculos atras,
nao dispunha das ferramentas elétricas atuais, como furadeira,
serra, parafusadeira etc. Ele empregava instrumentos manuais
que exigiam forca muscular e habilidade, que atualmente
consideramos muito pouco praticos. No entanto, um bom
marceneiro era capaz de produzir moveis de altissima qualidade.
Na fisica, podemos considerar que ocorre algo semelhante.
Newton era capaz de deduzir, pelo seu método geométrico,
resultados de extrema complexidade — como a andlise das
perturbacdes do movimento da Lua, levando em conta a
influéncia do Sol e o achatamento da Terra. Um estudante
universitdrio (ou mesmo um professor universitario de
Mecanica) pode ser incapaz de obter resultados semelhantes. No
entanto, ndo ha duavidas de que o uso dos instrumentos
matematicos adequados pode facilitar muito o trabalho do
estudante e do pesquisador. Este artigo mostrou o
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desenvolvimento de um dos aspectos da evolucdo do
formalismo matematico da Mecanica, que esta incorporado ao
ensino contemporaneo e cujo desenvolvimento ¢ pouco
conhecido.
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