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Resumo: Da Antiguidade até o século XVII, os autores que se
dedicaram ao desenvolvimento dos principios da mecénica —
como Aristoteles, Arquimedes e Galileo — ndo dispunham do
formalismo algébrico com o qual representamos atualmente as
leis da fisica. Utilizavam apenas razdes e proporcdes e
raciocinios empregando métodos geométricos. Este artigo
expoe esse aspecto da historia da mecanica, apresentando os
aspectos relevantes da matematica grega e discutindo a possivel
utilidade do estudo dessa antiga abordagem no ensino de fisica.
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1. INTRODUCAO

A historia da fisica costuma se concentrar nas ideias (teorias,
hipoéteses etc.) desenvolvidas no passado. Este artigo iréd
focalizar outro aspecto: o antigo formalismo empregado na
mecanica classica.

Hoje em dia, os livros didaticos sobre Mecanica utilizam
constantemente equacdes escalares e vetoriais para representar
as relagdes entre as grandezas fisicas. Isso ¢ tdo familiar
atualmente que pode parecer que sempre foi assim. A historia,
no entanto, ¢ muito mais complicada. Até a época de Newton,
ninguem escrevia equagoes para descrever as leis da fisica. A
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“fisica matematica” era baseada apenas no uso de razdes e
propor¢des, sem formulas. Quando os livros didaticos
apresentam as equagdes do movimento uniformemente
acelerado e as atribuem a Galileo, elas utilizam uma notagao que
ndo existia no século XVII. Da mesma forma, quando as “leis
de Newton” sdo apresentadas, elas utilizam uma notacdo que
Newton nunca empregou — € que so se popularizou no século
XVIII, apdés os trabalhos de Euler e outros autores. Os
personagens da chamada “Revoluc¢do Cientifica” utilizavam
métodos matematicos antigos — ndo houve uma ruptura com o
passado, sob esse aspecto. Aquilo que chamamos de “Mecanica
Newtoniana” ¢é, na verdade, o resultado de um trabalho coletivo
que durou décadas, com contribui¢des de muitos autores, tanto
anteriores a Newton (como Descartes e Huygens) como
posteriores (como Euler e a Marquesa de Chatelet)!.

Este artigo apresentard, em primeiro lugar, as dificuldades
conceituais da matematica antiga para se pensar sobre produtos
e divisdes de grandezas (como, por exemplo, espago dividido
pelo tempo). Depois, mostrard como se desenvolveu a teoria
matematica de propor¢des na Antiguidade e como ela era
utilizada pelos pensadores antigos, como Aristoteles, para
estudar fendmenos fisicos. Veremos que, em muitos casos, essa
técnica era acompanhada pelo uso de diagramas geométricos.
Por fim, apresentarda como a mesma técnica se manteve até
Galileo, mostrando alguns exemplos de suas deducgoes.

Ao contrario do que ocorreu no desenvolvimento historico,
nossos estudantes aprendem a fisica, desde o inicio, utilizando
formulas matematicas envolvendo diversas grandezas, como
velocidade, massa, forga, aceleracao etc. Pode ser que saltar a
etapa histdrica de raciocinios envolvendo razdes e proporgoes,
no desenvolvimento educacional, seja um erro. Muitos anos
atras, em um projeto educacional desenvolvido em colaboragado
com o professor Isaac Queiroz Jr., procuramos identificar e

1 Os desenvolvimentos seguintes, a partir de Newton, serdo abordados
em outro artigo.
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sanar falhas dos estudantes universitarios, para que eles
pudessem ter um melhor rendimento nos seus estudos sobre
Fisica. Naquele projeto, criamos uma disciplina de um semestre
que introduzia desde técnicas de leitura de textos até as
estratégias de resolu¢do de problemas matematicos complexos
(Martins, 1976a; Martins, 1976b). Em uma das etapas, os alunos
aprendiam a trabalhar com raciocinios de proporcionalidade — e
tinham enorme dificuldade em fazer isso. Depois de dominar
essas técnicas elementares, no entanto, passavam a utiliza-las
com facilidade e proveito na resolugdo de problemas da fisica.
Talvez o ensino atual de Fisica possa se beneficiar com o estudo
e aplicagdo do antigo método de razdes e proporgdes.

2. AS LIMITACOES DA ARITMETICA CLASSICA

Quando noés escrevemos F =ma ¢ outras equacdes
mecanicas, ndo costumamos parar para pensar sobre o que
significa multiplicar (ou dividir) uma grandeza fisica por outra.
Na verdade, os conceitos de multiplicagdo e divisdo que fazem
parte da matematica desde a Antiguidade ndo se aplicam as
equagoes fisicas que utilizamos. Vamos explicar esse ponto.

O conceito primitivo de multiplicagdo, surgido com calculos
envolvendo niimeros inteiros, corresponde ao de uma soma
repetida (Boyer, 1968, p. 15; Smith, 1951, vol. 2, p. 102). Ou
seja: 3 X 4, ou trés multiplicado por quatro, € a mesma coisa que
34+ 3+ 3+ 3, ou seja, o nimero 3 somado consigo mesmo
quatro vezes. Embora 3 X 4 tenha o mesmo valor que 4 X 3, sdo
coisas conceitualmente diferentes, porque no primeiro caso (3
multiplicado por quatro) estamos repetindo quatro vezes o
numero 3; no segundo (4 multiplicado por 3) estamos repetindo
trés vezes o namero quatro.

O conceito classico de multiplicagdo pode ser aplicado a
grandezas concretas, em alguns casos. Por exemplo: podemos
multiplicar por algum niimero abstrato uma certa quantidade de
magcas, de sapatos etc. Por exemplo: 4 sapatos multiplicados por
3 ¢ uma operagao valida, correspondente a 4 sapatos + 4 sapatos
+ 4 sapatos (ou seja, 4 sapatos somados 3 vezes) cujo valor
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corresponde a 12 sapatos. Porém, ndo se pode aplicar a
multiplicagdo a duas quantidades concretas como, por exemplo,
3 sapatos X 4 magds. A mesma proibicdo se aplicava as
grandezas acompanhadas de unidades — por exemplo, 3
polegadas X 4 libras era uma expressdo que ndo fazia sentido.

Na matemadtica antiga existia uma Unica exce¢ao para isso,
referente & multiplicacdo de grandezas geométricas. Desde a
Idade Média, considerava-se valido multiplicar um
comprimento por outro comprimento, para encontrar a area de
um retangulo, por exemplo (Smith, 1951, vol. 2, p. 103).

Limita¢des semelhantes existiam para a divisdo, ja que esta
operagdo era considerada desde a Antiguidade como o inverso
da multiplica¢do (Smith, 1951, vol. 2, p. 130). Se 3 X 4 = 12,
entdo 12 +4 = 3. No caso dos numeros inteiros, pode-se
descrever a divisdo como uma operacdo que indica quantas
vezes o denominador estd contido no numerador; por exemplo:
12 + 4 = 3 significa que 4 estd contido 3 vezes em 12. O
numerador de uma divisdo pode ser um numero concreto (por
exemplo, 12 sapatos), mas o denominador deve, geralmente, ser
um numero abstrato. Pode-se dividir 12 sapatos pelo numero 3,
mas o inverso ndo tem significado. Aqui, novamente, a exce¢ao
que surgiu posteriormente foi a divisdo de grandezas
geométricas, aceitando-se a possibilidade de dividir um
comprimento por outro (Smith, 1951, vol. 2, p. 130) e até
mesmo um volume por uma 4&rea (produzindo um
comprimento), um volume por um comprimento (produzindo
uma 4rea) ou uma area por um comprimento (produzindo um
comprimento).

No caso de nimeros concretos, ou grandezas, a matematica
da Antiguidade ndo permitia sua divisdo, mas introduziu o
conceito de razdo, que contornava essa dificuldade em muitos
Ccasos.

Vejamos um exemplo simples. Costumamos representar a lei
das alavancas da seguinte forma:

F L, =FlL,
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onde F; e F, s3o as for¢as aplicadas nas duas extremidades da
alavanca e L; e L, sdo as distancias dessas extremidades ao
fulcro da alavanca. Essa equacao utiliza a multiplicacdo de duas
grandezas concretas, forga e distancia — o que € problematico,
como vimos. Mas pode ser representada de outra forma:

B_L
F, Ly

Agora, em vez de produtos de grandezas fisicas, esta ¢ uma
equagao entre numeros abstratos — a divisdo entre duas forcas
(que € um numero) ¢ igual a divisdo entre dois comprimentos
(que € um namero).

Mesmo esse tipo de relagdo era proibido, na aritmética
antiga. Porém, podia-se falar sobre a razdo entre duas
grandezas; ¢ duas razdes podiam ser comparadas. Era valido
dizer, por exemplo, que a razao entre duas forcas era
proporcional a razdo inversa de suas distancias. Ou, utilizando
uma notagdo que foi desenvolvida muito posteriormente:

Fy i Fyily i Ly

Vejamos como essa abordagem se desenvolveu na
matematica antiga.

3. A TEORIA GREGA DE RAZOES E PROPORCOES

O quinto livro dos Elementos de Euclides apresenta uma
teoria geral sobre comparacdo e propor¢des de grandezas de
qualquer tipo. Atribui-se a origem dessas ideias a Eudoxos,
contemporaneo de Platdo; embora a organizacdo dessa teoria,
nos Elementos, seja considerada como de Euclides (Heath,
1956, vol. 2, p. 112; Heath, 1921, vol. 1, p. 325). Conjetura-se
que a teoria de razdes e propor¢des comecou a ser desenvolvida
por Pitagoras e seus seguidores, no estudo da musica, porém
envolvendo apenas grandezas que pudessem ser representadas
por nlimeros inteiros ou racionais (Heath, 1921, vol. 1, p. 85). A
propor¢ao entre quatro termos considerada mais perfeita, ou
“musical”, era a que podemos representar com notagdo mais
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recente sob a forma a:(a+b)/2::2ab/(a+b):b. Um
exemplo numérico: 12 estd para 9 como 8 estd para 6 (Heath,
1921, vol. 1, p. 86). A teoria das razdes e propor¢des, chamada
em grego Aoyiotg (logistes) e de “logistica™? por alguns autores
atuais, era considerada na época de Platio como uma teoria
matematica diferente da aritmética e da geometria (Fowler,
1979, pp. 810-811).

No quinto livro dos Elementos, Euclides define “razao” entre
duas grandezas da seguinte forma: “Uma razao ¢ um tipo de
relacdo com respeito ao tamanho entre duas grandezas do
mesmo tipo” (Heath, 1956, vol. 2, p. 116). Em grego, “razdo” ¢
Aoyog (logos), uma palavra muito utilizada na filosofia antiga
para representar o fundamento do pensamento. As grandezas
eram chamadas de péyeboc (megethos), que significa aquilo que
pode ser medido ou que tem um tamanho. Grandezas de mesmo
tipo ou homogéneas sdo indicadas em grego pela palavra
opoyevig (omogenes), que pode ser decomposta em Opod +
vévog, significando coisas do mesmo género. Duas grandezas de
mesmo tipo (como as alturas de duas pessoas) sdo coisas que
podem ser comparadas entre si, podendo ser iguais ou uma delas
ser maior do que a outra. Elas possuem uma razao entre elas. A
altura de uma pessoa e o peso de outra pessoa, por outro lado,
ndo podem ser comparados entre si, sdo grandezas
heterogéneas, que ndo possuem uma razao.

Euclides estabelece outra condi¢do para que duas grandezas
possam ter uma razdo: “Diz-se que duas grandezas possuem
uma razdo uma para a outra quando uma delas, ao ser
multiplicada, consegue exceder a outra” (Heath, 1921, vol. 1, p.
384). Portanto, além de serem do mesmo tipo, nenhuma delas
pode ser nula (de tamanho zero) nem infinita.

2 Em portugués atual, a palavra “logistica” se refere a transportes; mas
pode também ser considerada como uma tradugdo do grego
royotikog (logistikos), que se refere ao estudo das razdes, chamadas
de Aoyoc (logos) em grego.
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As razdes podem ser comparadas entre si, estabelecendo
proporgoes. Se o peso de um objeto ¢ o dobro do de outro, e seu
tamanho ¢ também o dobro, entdo a razao entre os dois pesos ¢
igual a razdo entre seus tamanhos e essas grandezas sao
proporcionais. Euclides define a proporcionalidade da seguinte
forma: “Grandezas que possuem a mesma relagdo devem ser
chamadas proporcionais” (Heath, 1956, vol. 2, p. 129). A
palavra grega que significa “proporcional” ¢é davaioyog
(analogos) e proporcionalidade ¢ avaloyia (analogia). Quando
utilizamos as nossas palavras “andlogo” e ‘“analogia”, nao
percebemos que elas possuem essa antiga relagdo com a teoria
das proporgoes.

E importante notar que, na matematica antiga, uma razio
entre duas grandezas ndo é uma divisdo entre elas, ¢ um conceito
diferente.

M P

Figura 1. As propriedades de tridngulos semelhantes podem ser
estabelecidas pela antiga teoria de razdes e proporgdes.

Na geometria grega, a teoria das propor¢des era utilizada, por
exemplo, na comparacdo entre figuras semelhantes. Dois
tridangulos sdo semelhantes se os seus angulos sdo iguais, dois a
dois; e se dois tridngulos sdao semelhantes, seus lados
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correspondentes sdo proporcionais. Euclides desenvolve essas
propriedades no sexto livro dos Elementos, ou seja, logo apos
apresentar a teoria de razdes e proporc¢des (Heath, 1921, vol. 1,
p. 391). Por exemplo: “Em tridngulos que possuem angulos
iguais, os lados em torno de angulos iguais sdo proporcionais, €
os lados correspondentes sdo os que subentendem angulos
iguais” (Heath, 1956, vol. 2, p. 200). Tomando como exemplo
os lados adjacentes ao angulo A =M do diagrama aqui
mostrado (Fig. 1), a proposi¢do de Euclides significa que AB
esta para AC como MN est4 para MP.

Embora as razdes ndo sejam nimeros e sim comparagoes,
elas sdo utilizadas as vezes como se fossem nimeros, podendo
ser multiplicadas entre si. H4 uma defini¢ao no quinto livro dos
Elementos que ¢ considerada como espuria pela maioria dos
historiadores, que afirma: “Diz-se que uma razdo ¢ uma
composi¢ao de razdes quando os tamanhos das razdes sdo
multiplicados entre si” (Heath, 1956, vol. 2, pp. 189-190).
Euclides utiliza essa propriedade no sexto livro quando analisa,
por exemplo, paralelogramos que possuem angulos iguais
(embora ndo precisem ser semelhantes): “Paralelogramos com
angulos iguais tém um para o outro a razdo composta da razao
de seus lados” (Fowler, 1979, pp. 813-814). Tomando como
exemplo os lados adjacentes ao angulo B = N do diagrama aqui
mostrado (Fig. 2), a proposi¢ao de Euclides significa que a area
do paralelogramo ABCD estd para a area do paralelogramo
MNPQ como o produto da razdo entre AB e MN pela razio entre
BC e NP.

Como uma razdo pode ser multiplicada por outra, pode-se
também multiplicar uma razao por ela mesma, ou seja, encontrar
o quadrado de uma dada razdo. Euclides utiliza essa
possibilidade para comparar as areas de dois triangulos
semelhantes, por exemplo, na proposicdo 19 do sexto livro:
“Triangulos semelhantes estdo um para o outro na razao dupla
dos lados correspondentes” (Heath, 1956, vol. 2, p. 232), onde
“na razao dupla” significa, em nossa linguagem, proporcional
ao quadrado da razdo entre os lados.
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M Q

Figura 2. As areas de dois paralelogramos podem ser comparadas através
do produto das razdes entre os lados correspondentes.

4. O USO DE PROPORCOES NA FiSICA DE
ARISTOTELES

Aristoteles foi companheiro de Eudoxos, na escola de Platio.
Possivelmente aprendeu a teoria de propor¢des de seu colega;
pois ele a aplica em seus argumentos a respeito de movimentos
e em outras situagdes (Heath, 1921, vol. 1, pp. 345-346). Ha
muitos pontos em que isso ocorre como, por exemplo, no seu
tratado Sobre o céu: “[...] quanto menor e mais leve for um
corpo, mais longe uma dada forca o movera. [...] pois a razao
entre as velocidades de dois corpos serd a razdo inversa de seus
respectivos tamanhos” (Aristoteles, De caelo 111.2, 301%4-12;
Barnes, 1995, vol. 1, p. 494)3. Um outro caso, em que ele

3 Seguindo o costume utilizado na histéria da filosofia e na historia da
ciéncia, indicaremos as passagens das obras de Aristoteles fornecendo
os numeros do livro ¢ do capitulo, bem como a paginacdo da edigdo
grega de Bekker.
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utilizou um exemplo numérico, ¢ sua andlise (atualmente
considerada errada) das relagdes entre forca e movimento:

Se, entdo, 4 ¢ aquilo que move, B a coisa movida, C a
distancia que ela € movida e D o tempo gasto, entdo 4 movera
a metade de B no dobro da distancia C [no mesmo tempo D];
e [4 movera a metade de B] na distancia C na metade do
tempo D; pois assim serdo observadas as regras da proporg¢ao.
Além disso, se uma dada for¢ga move um dado objeto certa
distdncia em um certo tempo e metade da distdncia em metade
do tempo, a metade do poder motriz movera metade do objeto
a mesma distancia no mesmo tempo. Seja £ a metade da forga
motriz 4; ¢ F' a metade de B [0 corpo que € movido]; entdo,
eles estdo relacionados por semelhanca e o poder motriz ¢
proporcional ao peso, de modo que cada forga fara com que a
mesma distdncia seja atravessada no mesmo tempo.
(Aristoteles, Physica VIL.5, 249°30-250%9; Barnes, 1995, vol.
1, p. 417).

Independentemente de nossa aceitacao ou rejei¢do das ideias
apresentadas por Aristoteles, € notavel que ele utilize em seus
trabalhos uma abordagem matematica que havia sido
desenvolvida muito recentemente — a teoria das razdes e
proporgdes. Note-se, também, que ele representa grandezas
fisicas por letras (obviamente, letras gregas a, B3, v, 0 € ndo as
romanas que foram utilizadas na traducdo acima). Em muitos
casos, analises como essa eram acompanhadas por diagramas
explicativos nos manuscritos € em algumas edi¢oes antigas (Fig.
3), embora a maioria das atuais edigdes das obras de Aristoteles
seja desprovida de figuras, mesmo em pontos nos quais a
compreensdo do texto se torna quase impossivel sem elas, como
na descricdo geométrica que ele apresenta sobre o arco-iris
(Aristoteles, Meteorologica 111.5, 375°20-376°21; Barnes, 1995,
vol. 1, pp. 604-605).

O uso da teoria das propor¢des aparece de forma ainda mais
interessante na obra aristotélica ou pseudo-aristotélica chamada
Mechanica (ou Problemata Mechanica). Esse é um tratado
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grego que, por sua linguagem e conteido, costuma ser atribuido
a algum dos contemporaneos ou seguidores de Aristoteles. Teria
sido escrito no século IV a.C., anteriormente aos Elementos de
Euclides (Heath, 1921, vol. 1, p. 344; Laird & Roux, 2008, p.
3). Até o século XVIII praticamente todos os autores aceitavam
que se tratava de uma obra auténtica de Aristoteles; depois, o
consenso mudou para o extremo oposto, negando-se que ela
pudesse ter sido escrita pelo filésofo de Estagira. Atualmente,
discute-se muito sua autoria (Coxhead, 2012). Recentemente,
foi novamente atribuida ao filésofo (Renn, Damerow &
McLaughlin, 2003, p. 46). Nao vamos nos posicionar aqui sobre
esse ponto.
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Figura 3. Diagrama explicando o argumento do livro 7, capitulo 5, da
Fisica de Aristoteles, em uma tradug@o latina do século XVI (Lefévre
d'Etaples, 1512, fol. 73 recto)

Essa obra € o mais antigo tratamento tedrico sobre maquinas
que conhecemos, no qual o autor procura explicar o
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funcionamento dos mecanismos a partir de um principio tedrico
unificado, relacionando for¢as com deslocamentos e
velocidades. Acredita-se que esse trabalho serviu de base,
posteriormente, para o estudo sobre maquinas escrito por Heron
de Alexandria (Martins, 2018).

B D A

H E
Z

T C

Figura 4. Diagrama da Mechanica atribuida a Aristoteles, explicando a

regra de composi¢do de movimentos.

Encontramos coisas notaveis nessa obra, como a
demonstracdo da regra do paralelogramo (Fig. 4) para a
composicdo de movimentos, com o uso de raciocinios de
proporcionalidade:

Ora, sempre que um corpo se move em duas dire¢des em
uma razao fixa, ele necessariamente se move em uma linha
reta que ¢ a diagonal da figura formada pelas linhas que sdo
descritas nessa razdo. Seja a razdo de acordo com a qual o
corpo se move ser representada pela razdo de 4B para AC.
Suponhamos que AC se move para B enquanto 4B se move
para a posicdo HE; agora, consideremos que A se move para
D, e que AB se move uma distancia determinada pelo ponto
E. Se a razdo do movimento é como aquela de 4B para AC,
entdo a linha AD deve ter a mesma razdo em relagdo a AFE.
Entdo, o pequeno quadrilatero tem a mesma propor¢ao que o
maior, de modo que a diagonal ¢ a mesma, € o corpo se
movera para Z. Pode-se mostrar que ele se comportara desse
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modo qualquer que seja o instante do seu movimento que for
considerado; sempre estard sobre a diagonal. [...] Mas se um
corpo se move com dois movimentos que nao possuem uma
razdo fixa nem tempo fixo, sera impossivel que ele se mova
em uma linha reta. (Pseudo-Aristoteles, Mechanica I, 848°11-
28; Hett, 1955, pp. 337-339)

O caso em que os dois movimentos formam um angulo agudo
ou obtuso ¢ tratado em outro ponto da obra (Pseudo-Aristoteles,
Mechanica 23, 854b16-855a27; Hett, 1955, pp. 381-387).

Muitas das questdes estudadas nesse livro sdo acompanhadas
de desenhos explicativos. Joyce van Leeuwen comparou os
diagramas da Mechanica em todos os manuscritos conhecidos,
mostrando sua importancia e reconstruindo os desenhos que
serviram de base para as copias que chegaram até nos (Leeuwen,
2014; Leewen, 2016). Steffen Bogen estava completamento
enganado, ao afirmar que ndo ha figuras nos manuscritos da
Mechanica (Bogen, 2013, p. 286).

O autor da obra se refere a dispositivos em que “o0 menor
domina o maior, e coisas possuindo pequeno peso movem
grandes pesos, € todos os aparelhos semelhantes que chamamos
de mecanicos. [...] Entre os problemas incluidos nesse grupo
estdo os que se referem a alavanca. Pois € estranho que um
grande peso possa ser movido por uma pequena forga.”
(Pseudo-Aristoteles, Mechanica, 847a22-847b3; Hett, 1955, pp.
330). Para analisar este e outros dispositivos, o autor comeca
analisando o movimento de um circulo em torno do seu centro,
para depois comparar tanto o movimento dos bracos de uma
balanga quanto o movimento de uma alavanca com as
caracteristicas do movimento circular. “Os fatos sobre a balanga
dependem do circulo, e os sobre a alavanca [dependem] da
balanca, enquanto quase todos os outros problemas mecanicos
de movimento dependem da alavanca. Ora, dois pontos sobre
uma linha tragada como um raio do centro [do circulo] nunca
tém a mesma rapidez, mas o que esta mais distante do centro
fixo se desloca mais rapidamente; € por causa disso que surgem
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muitas das propriedades notaveis do movimento dos circulos.”
(Pseudo-Aristoteles, Mechanica 848a2-18; Hett, 1955, pp. 335).

Para nos, pode ser 6bvio que a velocidade dos pontos de um
circulo sdo diferentes; mas essa talvez ndo fosse uma
propriedade bem conhecida na €poca, por isso o autor explica o
motivo. Quando um raio de um circulo completa uma volta,
todos os seus pontos retornam ao lugar de onde partiram. Cada
um deles descreve uma circunferéncia diferente, e as
circunferéncias sdo proporcionais aos seus raios. Como os
tempos sdo iguais, as velocidades sdo proporcionais aos espagos
percorridos e, portanto, sdo proporcionais aos raios. (Pseudo-
Aristoteles, Mechanica 848b1-9; Hett, 1955, pp. 337). Ou,
analisando o diagrama detalhadamente (Fig. 5): 4 é o centro do
circulo e os pontos B e C estdo sobre o mesmo raio, a diferentes
distancias do centro.

C E

Figura 5. Adaptacdo de um diagrama da Mechanica atribuida a Aristoteles,
explicando a proporcionalidade entre velocidade e distancia ao centro de
um circulo em rotagao.

Quando esse circulo gira, o ponto B se desloca até F' ao
mesmo tempo que o ponto C se desloca até G. Mas os seus
deslocamentos sdo os arcos BF e CG que sdo diferentes entre si.
Suponhamos que o arco BF tem 0 mesmo comprimento que a
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reta BD e que o arco CG tem 0 mesmo comprimento que a reta
CE. Entdo, e a razdo de suas velocidades serd igual a razao
desses comprimentos percorridos; € como o0s arcos sao
proporcionais as distancias ao centro, as velocidades também
serdo proporcionais a essas distancias.

Em seguida, o autor adiciona um comentario de que na
rotacdo de um circulo, uma mesma for¢a faz com que o ponto
mais distante do centro se mova mais rapidamente e tenha um
deslocamento maior do que o ponto mais préximo do centro
(Pseudo-Aristoteles, Mechanica 1, 849b20-23; Hett, 1955, pp.
347). A introdugdo de forcas, aqui, ndo fica muito clara; mas
este ¢ o ponto fundamental que vai ser aplicado na analise da
alavanca, em seguida.

Podemos tentar compreender o raciocinio da obra recorrendo
a sua versdo arabe parcial, recentemente publicada por
Mohammed Abbatouy:

Também se pergunta por qual motivo as grandes
balangas sdo mais certeiras € possuem mais precisdo do que
as balangas pequenas. O principio da resposta com relagdo a
essa questdo € perguntar por que, no caso de uma linha longa
que parte do centro de um circulo, de tal modo que a distancia
de sua extremidade até o centro é grande, o movimento de sua
extremidade ¢ mais rapido quando ambas as extremidades sdo
movidas pela mesma forga. De dois moveis, o mais rapido ¢
aquele que se desloca uma grande distancia no mesmo tempo;
e 0 que esta mais longe do centro atravessa uma maior
distancia ao longo de sua circunferéncia, e o mais proximo
uma distancia menor. Infere-se desse raciocinio que o fulcro
da balanga ¢ um centro, pois € fixo, e que os dois bragos da
balanga que estdo de cada lado do fulcro correspondem as
linhas que partem do centro. Se o brago é mais longo, o
movimento de sua extremidade, quando causado pelo mesmo
peso, sera mais forte do que o movimento que teria se fosse
mais curto. (Abattouy, 2001, p. 114; minha énfase)

Aparentemente, o raciocinio aqui € o seguinte: a uma maior

distancia do centro, 0 mesmo peso ¢ acompanhado por um
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movimento mais rapido e, portanto, seu efeito ¢ maior. Ou seja:
o efeito depende da forca (peso) e da sua velocidade, sendo
proporcional a ambos. No texto grego, essa ideia ndo ¢ tao clara.

'S

REX E [c]

3!

Figura 6. Diagrama da Mechanica atribuida a Aristoteles, utilizado para
explicar a lei das alavancas.

O autor da Mechanica apresenta uma analise da alavanca,
utilizando o principio de que a razdo entre as velocidades dos
movimentos de suas extremidades ¢ proporcional a razao entre
suas distancias ao fulcro sendo, por isso, inversamente
proporcional a razdo entre as forgas. A argumentacdo
apresentada ¢ a seguinte:

Por que pequenas forgas conseguem mover grandes
pesos por meio de uma alavanca, como foi dito no inicio deste
tratado, ja que ainda se adiciona o peso da alavanca? [...] Serd
a alavanca a causa, sendo equivalente a uma balanga com sua
corda presa abaixo e dividida em duas partes desiguais? Pois
o fulcro atua como a corda [presa a balanga], pois ambos
permanecem estacionarios € atuam como um centro. Sob o
impulso do peso, o raio mais distante do centro se move mais
rapidamente e ha trés elementos na alavanca: o fulcro, ou seja,
o centro ou corda; e os dois pesos, aquele que causa o
movimento e aquele que é movido. Ora, a razdo entre o peso
movido e o peso que o move é a razdo inversa das distancias
ao centro. Quanto maior a distincia ao fulcro, mais facilmente
ele sera movido. A razdo ja foi dada antes, pela qual o ponto
mais distante do centro descreve o maior circulo, de modo que
pelo uso da mesma forca, quando a forca motriz esta mais
distante do centro, ela causa um maior movimento. (Pseudo-
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Aristoteles, Mechanica 3, 850*30-850°7; Hett, 1955, pp. 353;
italico adicionado por mim)

O autor apresenta um diagrama que descreve desta maneira
(Fig. 6): “Seja AB a barra, C o peso e D a for¢ga que o move, £ o
fulcro; e seja H o ponto para o qual a forca movente se desloca
e K o ponto para o qual o peso movido C se desloca” (Pseudo-
Aristételes, Mechanica 3, 850°7-11; Hett, 1955, pp. 353-355).

5. A ORIGEM DAS ALAVANCAS E DE SEU
PRINCIPIO

Devemos nos lembrar de que o principio das alavancas, aqui
apresentado, ndo foi criado por Arquimedes, como se costuma
acreditar. Arquimedes ¢ posterior a Euclides e viveu no século
IIT a.C. (as datas de seu nascimento e morte s3o
aproximadamente 287 a.C. ¢ 212 a.C.); a Mechanica ¢ do século
anterior. Isso ndo significa que o pseudo-Aristoteles tenha sido
o inventor da lei das alavancas; ele se refere ao funcionamento
desses instrumentos como uma coisa bem conhecida. Seu
objetivo ndo € apresentar uma nova lei e sim tentar explicar a
teoria de seu funcionamento.

A inveng¢do da alavanca ocorreu, certamente, no periodo pré-
histérico de desenvolvimento das técnicas — ou seja, em uma
fase da qual ndo temos registro escrito. A constru¢ao de imensos
monumentos na Mesopotdmica e no Egito, mais de mil anos
antes da era crista, envolvendo a movimentagao de blocos de
pedra com dezenas de toneladas, certamente envolveu maquinas
simples como rampas e alavancas, mas ndo ha textos antigos
descrevendo como essas constru¢des foram realizadas (Shaw,
2013, p. 73). Ha documentagdo, no entanto, mostrando que em
torno de 1.500 a.C. j& se usava no Egito um instrumento
atualmente chamado shaduf, em arabe (Fig. 7), que usa uma
alavanca para elevar agua (Rossi, Russo & Russo, 2009, p. 100).
O mesmo tipo de instrumento foi também utilizado na Grécia,
sendo conhecido pelos nomes kAwv ou knAmdvewov (kelon ou
keloneion). E um dos mecanismos discutidos na Mechanica
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(Pseudo-Aristoteles, Mechanica 28, 857%34-857°8; Hett, 1955,
pp. 401-403).

Figura 7. Shaduf, sistema com alavanca (contrapeso) para retirada de agua
de pogos e rios, utilizado no Egito desde 1.500 a.C. (Edwards, 1890, p. 73).

Seria possivel questionar essas evidéncias antigas, no
seguinte sentido: para se utilizar na pratica uma alavanca e
outros instrumentos semelhantes, ndo € necessario conhecer a
lei matematica que relaciona as for¢cas com as distancias. Basta
saber que a forca necessaria ¢ menor, quando a distancia ¢
maior, sem estabelecer uma relacdo matematica de
proporcionalidade. E verdade. Porém, ha um instrumento antigo
(anterior a Aristoteles e Arquimedes) que mostra que essa
relacio matematica era conhecida. E a balanca de bragos
desiguais, também conhecida como “balanga romana” (Fig. 8).
Nesse tipo de balanga, o objeto que se quer pesar fica a uma
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distancia fixa do ponto de suspensdo; o contrapeso pode ser
deslocado no outro brago da balanga, que tem uma escala; a
posicao do contrapeso indica diretamente o peso do objeto. Para
elaborar e construir esse tipo de balanga ¢ necessdrio saber que
ocorre o equilibrio quando os corpos estdo a distAncias
inversamente proporcionais aos seus pesos (Damerow et al.,
2002).

Figura 8. Uma antiga ilustragdo da “balanc¢a romana”, com um diagrama
inspirado na Mechanica para explicar seu principio (Jordanus de Nemore,
1533, folha de rosto).

Apesar do seu nome, a “balanga romana” foi inventada e
utilizada anteriormente na Grécia. Seu nome em latim era
statera, proveniente do grego ototfp (stater) que significa
balanca. A palavra esta associada ao verbo iotnut que significa
“pesar”. A existéncia da balanca de bracgos desiguais na Grécia
¢ documentada através de uma comédia de Aristofanes, um
século antes de Aristoteles (Renn, Damerow & McLaughlin,
2003, p. 47). Além disso, ela era conhecida pelo autor da
Mechanica, ja que este explicou seu funcionamento (Pseudo-
Aristoteles, Mechanica 20, 835°25-854%15; Hett, 1955, pp. 375-
377). Os detalhes da balanca de bragos desiguais descrita na
Mechanica sao muito semelhantes aos de uma stafera romana
existente no Metropolitan Art Museum (Richter, 1915, pp. 445-
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446), o que parece indicar que esse instrumento ja havia atingido
um desenvolvimento avangado, quando essa obra foi escrita.

6. UM SALTO ATE GALILEO

O objetivo deste artigo ndo ¢ apresentar toda a historia da
mecanica até Galileo e sim enfatizar a importancia do estudo de
razoes e proporcoes nesse desenvolvimento. Assim, ndo serao
estudadas importantes contribui¢des, como as de Arquimedes,
de Heron (Martins, 2018) e de tantos pensadores medievais do
mundo islamico e da Europa que estudaram estatica e
movimentos, sempre utilizando esse mesmo método
matematico (Damerow et al., 2004, pp. 12-13). Vamos abordar
apenas alguns topicos do trabalho de Galileo, onde a teoria de
propor¢cdes de Eudoxos tem enorme importancia (ver a
introducao de Drake, em Galileo, 1989).

A importancia da teoria de propor¢des de Eudoxos para
a ciéncia de Galileo ndo pode ser exagerada. Até a aplicagdo
da algebra a solugdo geral de problemas da geometria (como
da aritmética), que s6 foi atingida apds o completamente da
obra de Galileo, uma conexao rigorosa da matematica com
eventos fisicos so era possivel através de alguma teoria de
proporcionalidade. (Drake, 1978, p. 4)

A cinematica de Galileo, desenvolvida nos Discursos e
demonstracoes matemadticas sobre duas novas ciéncias
relativas a mecdnica e aos movimentos locais, ndo utiliza as
equacdes de movimento que estamos acostumados a utilizar e
ensinar. Desde o inicio, sua formulacao se baseia em razoes e
proporcdes. Apds cada proposicao, vamos representar a relacao
utilizando notagdo moderna, para facilitar a compreensao por
parte de um estudante atual.

Teorema 1. Proposicdo 1. Se um movel se desloca
uniformemente e percorre dois espacos com a mesma
velocidade, os tempos de deslocamento estdo entre si como
0s espagos percorridos.
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vy = Vy = Aty t Aty i Asq : As,y

Teorema 2. Proposi¢do 2. Se um modvel percorre espagos
em tempos iguais, 0s espagos estdo entre si como as
velocidades. E se os espacos forem como as velocidades, os
tempos serdo iguais.

At; = Aty > Asy 1 Asy 2 vy v,

Teorema 3. Proposi¢do 3. Velocidades desiguais com
espacos percorridos iguais, os tempos correspondem
inversamente as velocidades.

Asy = As, = Aty : Aty 2 v, 11y

Teorema 4. Proposi¢ao 4. Se dois moveis se deslocam
uniformemente e suas velocidades sdo diferentes, os espacos
percorridos por eles em tempos desiguais terdo a razdo
composta da razdo entre as velocidades ¢ da razdo entre os
tempos. (Galileo, 1638, p. 151-154)

Asy : Asy = (vy 2 v2) (At ¢ Aty)

Na obra de Galileo, essas primeiras proposi¢des nao sao
consideradas Obvias; sdo provadas a partir da defini¢do de
movimento uniforme e de quatro axiomas. As demonstragdes
ndo sdo simples, pois levam em conta a teoria das proporgoes;
seriam simples se pudessem utilizar relagdes algébricas como as
que utilizamos hoje em dia. Para facilitar a compreensdo por
parte dos alunos, um professor de fisica atual que queira
apresentar aos seus alunos o tipo de raciocinio empregado por
Galileo poderia “traduzir” suas proporgdes por relagdes
algébricas mais familiares atualmente e, depois, mostrar e
explicar a notacao efetivamente utilizada por Galileo.

Em suas demonstragdes, Galileo representou cada grandeza
(velocidade, deslocamento, intervalo de tempo) por letras e por
segmentos de reta, desenvolvendo depois os raciocinios
desejados (Fig. 9). Note que, pela necessidade de se referir
sempre a razdes e proporg¢des, Galileo esta sempre comparando
os movimentos de dois moveis ou dois movimentos de um corpo
e ndo descrevendo o movimento de um Unico corpo.
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Na sua analise sobre movimentos uniformes, Galileo
apresentou apenas seis teoremas. O ultimo deles é: “Teorema 6.
Proposi¢do 6. Se dois moveis se deslocam uniformemente, a
razdo entre suas velocidades ¢ composta da razdo entre os
espacos percorridos e da razao contraria entre os tempos gastos”
(Galileo, 1638, p. 155). Em nenhum ponto Galileo escreve algo
parecido com uma equagao horaria do movimento uniforme.

154 Diaroco TEwrRZO
Tueor. 1V. Proros. IV,
Siduo Mobiliaferantur motu equabiliy inequali tamen velocitate;
Jpatia, remporiérm inaqualibus ab ipﬁs. penc'h,baéebnnt' ra-
tionem compofitam ex ratione welocitatum , ¢ ex ratione
rempamm. Lotk A )
Mora fint duo mobilia £ F motu 2quabili, & ratio veloci-
tatis mobilis £ ad velocitatem mobilis ¥, ficut A ad Bitempo-
ris vero, quo movetur g, ad tempus, quo movetur F ;ratio fic
ut ¢ ad o. Dicofpatii peractum ab & cit velocitate A intem-
pore ¢ , ad fpatium peradtum ab 1 cum velocitate 3 in tem-
pore D, habere ratio-

E 4 & ~ ' nemcompofitamexra-
¢ f —— tione velocitatis A ad
B! velocitatem B, & exra-

1 D —— = tione temporis C ad

tempus p. Sit fpatium
ab £ cum velocitate A intempore € Pcra&um G, & utvelo-

Figura 9. Uma parte da demonstracdo de Galileo, nas Duas novas ciéncias,
onde se pode notar o uso de diagramas geométricos e a indicagdo de letras
para representar cada grandeza (Galileo, 1638, p. 154).

A parte do seu livro em que trata sobre movimento
uniformemente acelerado ¢ muito mais complexa e interessante.
As primeiras demonstracdes se referem ao espago percorrido
por um corpo em queda, com aceleracdo constante, como por
exemplo: “Teorema 2. Proposicao 2. Se qualquer movel desce a
partir do repouso com movimento uniformemente acelerado, os
espacos percorridos por ele em quaisquer tempos estdo entre si
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na razao duplicada de seus tempos; ou seja, como os quadrados
desses tempos” (Galileo, 1638, p. 171). E claro que nio faz
sentido falar sobre o quadrado de um tempo; em alguns pontos,
como este, Galileo ndo seguiu rigorosamente a antiga teoria das
razdes € proporgoes.

Depois de estudar rapidamente a queda livre, Galileo comeca
a analisar o movimento em planos inclinados (Fig. 10).

Teorema 3. Proposi¢do 3. Se 0 mesmo movel descer a
partir do repouso por um plano inclinado ou na vertical, dos
quais a altura é a mesma, os tempos de percurso estardo entre
si como os comprimentos do proprio plano ¢ da vertical.
(Galileo, 1638, p. 177)

C M B

Figura 10. Diagrama utilizado por Galileo na comparacdo dos tempos de
descida na vertical (AB) e em um plano inclinado de mesma altura (AC ou
AM) (Galileo, 1638, p. 177).

Todos os livros didaticos atuais utilizam trigonometria para
o estudo de planos inclinados. Galileo utiliza comparagdes
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geométricas, sem fazer qualquer uso da trigonometria, embora
ela fosse bem conhecida desde a Antiguidade, quando foi
desenvolvida para utilizagdo na astronomia. O teorema de
Galileo contém, essencialmente, a relagdo que escrevemos
como a = gsina , onde a ¢ a aceleragao no plano inclinado, g
¢ a aceleracao da gravidade e a € o angulo que o plano inclinado
forma com a horizontal. Porém, nem Galileo nem seus
contemporaneos utilizava o conceito de aceleragdo como uma
grandeza fisica mensurdvel; todas as relagdes que ele
empregava envolvem apenas velocidade, tempo e
deslocamento. O conceito de aceleragdo esta presente na obra
de Newton, porém sem a notacao que utilizamos. O formalismo
que utilizamos €, essencialmente, o que foi popularizado no
século XVIII por Euler.

Geralmente, os estudantes (e também seus professores) ndo
estdo familiarizados com o conhecimento historiografico e nem
sao dao conta do anacronismo cometido quando sdo feitas
descricdes das contribui¢des deste e de outros pesquisadores
como se fossem idénticas aquilo que se ensina hoje em dia.
Conhecer essas diferengas nao ¢ desmerecer esses famosos
autores; ¢ mostrar as dificuldades que eles enfrentaram,
permitindo compreender seus trabalhos de forma adequada, no
contexto historico em que foram desenvolvidos.

As tnicas situagdes que Galileo analisa sio de movimento
sem atrito e sem resisténcia do ar. Em seus experimentos com
planos inclinados, ele utilizava uma prancha de madeira na qual
havia sido escavada uma canaleta fina (“um pouco mais de um
dedo de espessura”), que foi tornada bem lisa e revestida com
pergaminho, também liso e polido. Nessa canaleta descia uma
bolinha de bronze (Galileo, 1638, p. 175). Esse arranjo reduzia
bastante o atrito.

No entanto, havia um aspecto que ele nunca levou em conta:
a bola de bronze girava enquanto descia. Uma esfera que desce
um plano inclinado girando sempre tera uma aceleragdo menor
do que se escorregasse pelo plano inclinado sem girar — e a
diferenca pode ser grande. De fato, no caso de uma esfera
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descendo um plano inclinado e girando ao mesmo tempo,
mesmo supondo que o atrito era muito pequeno, o efeito de
rotacdo reduz a aceleragdo para a = (5/7)g sin a (Crawford,
1996). A diferenca pode ser ainda maior se o plano inclinado for
uma canaleta (para impedir que as esferas caiam para fora do
plano inclinado) — e Galileo de fato utilizou um plano inclinado
com canaleta, em seus experimentos. Nesse caso, o calculo ¢
bem mais complicado ¢ depende dos detalhes geométricos do
dispositivo, como a relag@o entre a largura da canaleta e o raio
da bola (Shaw & Wunderlich, 1984). Em qualquer caso, a
aceleragdo real sera a < (5/7)g sina.

Esses fatos ndo eram conhecidos, na época. Por causa desses
efeitos, nenhum dos teoremas deduzidos por Galileo para planos
inclinados podia ser aplicado a situagdao experimental que ele
utilizou: esferas descendo planos inclinados e girando ao
mesmo tempo. Assim, todas as conclusdes a respeito do
movimento de queda livre que Galileo tirou a partir do estudo
do movimento em planos inclinados fornecem valores errados.
Evidentemente, o uso de geometria e da teoria das proporgdes
permite obter muitos resultados interessantes; mas se houver
premissas erradas, a conclusao pode ser totalmente equivocada.

No caso, ndo foi a metodologia matematica que causou a
limita¢do nas conclusdes de Galileo; foi ndo perceber que os
movimentos de translagdo e rotacao simultaneos das esferas
exigiam uma analise dindmica muito mais complexa. Isso so foi
percebido no século seguinte.

Na sequéncia, Galileo apresenta resultados interessantes,
incluindo teoremas que ndo fazem parte dos livros didaticos
atuais, como por exemplo:

Teorema 5, proposi¢do 5. A razdo entre os tempos de
descida em planos que possuem inclinagdes, comprimentos €
alturas diferentes, ¢ composta pela razdo entre os
comprimentos dos mesmos planos e do inverso da razéo
subdupla [raiz quadrada] de suas alturas. (Galileo, 1638, p.
179)
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Aty : Aty 3 (Ly : Lp)yhy ¢ by

A partir desse resultado, Galileo prova geometricamente um
resultado inesperado (Fig. 11):

Teorema 6. Proposigdo 6. Se do ponto mais alto ou mais
baixo de um circulo vertical forem tragados quaisquer planos
inclinados até a circunferéncia, os tempos de descida por eles
serdo iguais. (Galileo, 1638, p. 180)

A
B /u
1
C E
G F H

Figura 11. Galileo demonstra que os tempos de descida por planos
inclinados representados por AB e AC sdo iguais (Galileo, 1638, p. 181).

Estudantes atuais de fisica, utilizando trigonometria e as
equagdes que costumamos ensinar, terdo dificuldade em
reproduzir este e outros resultados obtidos por Galileo em sua
obra. E interessante notar que, no restante de sua analise de
movimentos acelerados, ele obtém teoremas bastante
complicados, mas de pequena importancia pratica.
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7. CONSIDERACOES FINAIS

As técnicas matematicas modernas podem ajudar muito no
desenvolvimento da fisica ¢ no seu ensino, mas devemos
perceber que elas sdo apenas um instrumento. Um marceneiro,
alguns séculos atrds, ndo dispunha das ferramentas elétricas
atuais, como furadeira, serra, parafusadeira etc. Ele empregava
instrumentos manuais que exigiam for¢a muscular e habilidade,
que atualmente consideramos muito pouco praticos. No entanto,
um bom marceneiro era capaz de produzir moveis de altissima
qualidade. Na fisica, podemos considerar que ocorre algo
semelhante. Galileo era capaz de deduzir, utilizando a teoria de
razdes e proporgdes juntamente com uma analise geométrica,
resultados de alta complexidade. Pode ser 1til introduzir no
ensino atual de fisica um pouco desse estilo de raciocinio, que
pode ajudar a desenvolver novos processos mentais em nossos
estudantes. Para isso, podem ser utilizadas tradug¢des dos textos
originais, acompanhadas pela sua representagcdo utilizando o
formalismo moderno correspondente.

Um artigo futuro abordard as técnicas matemadticas de
Newton, que eram semelhantes as de Galileo em muitos
aspectos. Também sera analisada a passagem do método de
proporgdes e de andlise geométrica para o formalismo algébrico
das equacdes da mecanica, que atingiu sua expressao madura no
trabalho de Leonhard Euler.
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